Struktura danych

* Sposob uporzadkowania informacji w
komputerze.



Algorytm

e Skonczony, uporzagdkowany cigg jasno
zdefiniowanych czynnosci, koniecznych do
wykonania pewnego zadania.

* Al-Khwarizmi — perski matematyk | astronom w
825 A.D. napisat traktat ,,O obliczeniach w
hinduskich liczbach”; w 12 wieku
przettumaczono go na facine ,Algoritmi de
numero Indorum?; nazwisko autora omytkowo
wzieto za ,metode obliczen”

* Algorytm — proces obliczeniowy zdefiniowany w
ramach maszyny Turinga [Gurevich]



Maszyna Turinga

* Prosta koncepcyjnie. Zuzycie zasobow podczas
obliczenia dobrze modeluje rzeczywiste
komputery.

* Potrafi przeprowadzi¢c dowolne obliczenie
mozliwe na innych znanych nam maszynach
(teza Churcha-Turinga 1936)

e Sktada sie z gtowicy | nieskonczonej tasmy
podzielonej na pola. Zaleznie od kombinacji
stanu maszyny | pola maszyna zapisuje nowg
wartosc w polu, zmienia stan, a nastepnie moze
przesungc sie o jedno pole w prawo lub w lewo.



Maszyna Turinga

® IVI — (Q,Z,F,#,5,qan)

- Q to skonczony zbiér stanéw maszyny.

- 2 to skonczony zbior symboli wejsciowych, ktore
stuzg do reprezentacji wejscia maszyny i sq
zapisane na tasmie przed rozpoczeciem obliczenia.

— I' to skonczony zbior symboli tasmowych - sg to

wszystkie symbole jakie mogg sie znajdowac na
tasmie. 3 c TI.

- # to symbol pusty - specjalny symbol tasmowy nie
nalezacy do symboli wejsciowych

- q, to stan poczatkowy



Maszyna Turinga

® IVI — (Q,Z,F,#,5,qan)

- ¢ to funkcja przejscia. Jest to funkcja czesciowa
prowadzaca z QXI' w QXI'X{«,—}. Tak wiec
o(A,x)=(B,y,K) oznacza, ze maszyna bedgca w
stanie A I czytajgc symbol x z tasmy przejdzie do
stanu B, zapisze symbol y na tasmie i przesunie
gtowice o jedng komorke w lewo (K = «) lub w
prawo (K = —).

- F to zbidr stanow akceptujacych (koncowych)
bedacy podzbiorem Q. Obliczenie maszyny konczy
sie kiedy osiggniety zostanie ktorys ze stanow F.



Dodawanie liczb unarnych (n+1)

2=I'={0,1} Q={A,B,C,D} q,=A F={D}
Dane wejsciowe (3+2): #11110111#

* Tabelka * Diagram
° A,OZ A,1,—>
« A1:A1—
« A#: B#
e B,1: C#,«
e C1:D#,—



Ztozonos¢ czasowa

* Czas obliczenia maszyny M na konkretnym
stowie wejsciowym w - T(M,w) to liczba krokow
wykonanych zanim maszyna sie zatrzymata.
Jezeli M nigdy sie nie zatrzyma, to mowimy, ze
czas obliczenia jest nieskonczony | zapisujemy
T(M,w) = .

e Funkcja f: N—N jest ztozonoscig czasowg dla
maszyny M, jezeli

YV neN: f(n)=max{T (M ,w):welX"|



Zt0ZonosC pamieciowa

PamiecC potrzebng do obliczenia maszyny M na
stowie w - S(M,w) definiujemy jako liczbe
komorek tasmy, ktore zostaty odwiedzone
przez gtowice zanim maszyna sie zatrzymata.
Jezeli M nie zatrzymuje sie na w, to wartosc
S(M,w) jest nieokreslona.

Funkcja f : N—N jest ztozonoscig pamieciowg
dla maszyny M z witasnoscig stopu, jezeli

YV neN: f(n)=max{S(M ,w):wel"|



Wtashosc¢ stopu

* Mowimy, ze M ma wtasnosc¢ stopu, jezeli dla
dowolnego stowa w € 3" obliczenie M na w sie
konczy.



Problem stopu (halting problem)

* Nie istnieje algorytm potrafigcy okreslic dla
dowolnej pary program-wejscie czy program sie
zatrzyma.



Problem Collatza

X=X,
repeat
If X jest parzyste then
X = X/2
else
X :=3"X + 1
until x =1



Paradoks Epimenidesa (ktamcy)

ok. 600 B.C.:
,Kretenczycy zawsze ktamia.”
(autor pochodzit z Krety)
Czy Epimenides mowi prawde? Da sie dowiesc,
ze zdanie jest fatszywe, wiec nie jest do konca
paradoksalne.

Inne wersje:
,leraz ktamie.”
,10 zdanie jest fatszywe.”



Twierdzenie Godla (1931)

Program Davida Hilberta (ok.1920) miat za
zadanie sformalizowanie wszystkich teori
matematycznych za pomocg skonczonego
zbioru aksjomatow i udowodnienie, ze te
aksjomaty sg spojne. Kurt Godel udowodnit, iz

jest to niemozliwe.

- System formalny spojny (niesprzeczny) - system, w
ktorym nie da sie udowodnic jednoczesnie
pewnego zdania | jego zaprzeczenia.

- System formalny zupetny - system, w ktorym
mozliwe jest przeprowadzenie dowodu dowolnego,

prawidtowo zapisanego zdania tego systemu, lub
jego zaprzeczenia.



Twierdzenie Godla (1931)

Dowolny system formalny zawierajgcy w sobie
aksjomaty arytmetyki liczb naturalnych, jest albo
zupetny albo spojny i nigdy nie posiada obu tych

cech jednoczesnie. Innymi stowy: mozna
dowodzi¢ prawdziwosci wszystkich zdan takiego
systemu, jednak wowczas istnieje w systemie
pewne prawdziwe zdanie P, ktorego zaprzeczenie
~P rowniez jest prawdziwe. Tym samym system
albo jest sprzeczny wewnetrznie, albo system nie
musi byC sprzeczny, lecz wowczas istniejg zdania,
ktorych prawdziwosci nie da sie wywiesc z
aksjomatow i twierdzen rozwazanego systemu
formalnego.



Problem stopu - dowod

- Zatdzmy, ze istnieje program S, ktory dla
dowolnego programu P | danych D:

e zatrzymuje sie i zwraca 1 jezeli P zatrzymuje sie na
danych wejsciowych D, oraz
e zatrzymuje sie i zwraca 0 w przeciwnym razie.

- program T dla dowolnego programu P zatrzymuje
sie wtedy i tylko wtedy, kiedy P zapetla sie na
swoim wtasnym kodzie podanym jako dane
wejsciowe

e T(P):
e if S(P,P)=1 then loop
e else stop

- Czy T(T) sie zatrzyma?



Wielotasmowa maszyna Turinga

* Rownowazna jednotasmowej



Niedeterministyczna m. T.

* Mechanizm sterujgcy moze przy konkretnym
stanie i odczycie z tasmy postgpic na kilka
roznych sposobow.

* Niedeterministyczna maszyna M akceptuje
stowo w jezeli istnieje taki cigg przejsc, ktory
konczy sie stanem akceptujgcym.

* Czas wykonania odpowiada wysokosci drzewa
mozliwych wykonan.
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zrodto: http://wazniak.mimuw.edu.pl



Klasy problemow

* P — deterministycznie wielomianowy
(deterministic polynomial) - problem decyzyjny,
dla ktorego rozwigzanie mozna znalez¢ w
czasie wielomianowym.

* NP - niedeterministycznie wielomianowy
(nondeterministic polynomial) - problem
decyzyjny, dla ktorego rozwigzanie mozna
zweryfikowac w czasie wielomianowym. Inaczej
mowiac, problem jest w klasie NP, jesli moze
byC rozwigzany w wielomianowym czasie na
niedeterministycznej maszynie Turinga.



Przyktad

* Czy jakikolwiek podzbior zadanego zbioru (np.
{-2,6,-3,72,10,-11}) sumuje sie do zera ?

* Sprawdzenie wszystkich podzbiorow ma
ztozonosc¢ wyktadniczg (2").

* Przyktadowe rozwigzanie (np. {-2,6,-3,10,-11})
mozemy sprawdzic w czasie wielomianowym.



Relacje miedzy klasami

e Oczywiste jest, ze PSNP

e Czy P=NP? (pytanie warte milion dolarow dla
Clay Mathematics Institute)



Problemy NP-trudne

» Jest to problem, taki ze dowolny problem
nalezacy do NP moze byc¢ do niego
zredukowany w czasie wielomianowym.



Problemy NP-zupetne (NP-complete)

* Jest to problem, ktory nalezy do klasy NP oraz
dowolny problem nalezgacy do NP moze byc do
niego zredukowany w czasie wielomianowym
(czyli problem NP-trudny nalezacy do NP).

* Pierwszym problemem, ktorego NP-zupetnosc
wykazano, byt problem SAT, czyli problem
spetnialnosci formut zdaniowych. Udowodnit to
w 1971 roku Stephen Cook.

* [nne problemy: komiwojazera, plecakowy.



Problemy NP-zupetne (NP-complete)

e Jesli tylko potrafimy rozwigzac jakikolwiek
problem NP-zupetny w czasie wielomianowym,
to potrafimy rozwigzacC w czasie
wielomianowym wszystkie problemy NP.
Wowczas P=NP.

* Aby udowodnicC, ze problem jest NP-zupetny
wystarczy udowodnic, ze nalezy do NP oraz
zredukowac do niego dowolny znany problem
NP-zupetny.



Asymptotyczne tempo wzrostu

* Miara okreslajgcg zachowanie wartosci funkcji
wraz ze wzrostem je] argumentow. W teorii
obliczen, stosuje sie jg w celu opisu ztozonosci
obliczeniowej, czyli zaleznosci ilosci
potrzebnych zasobow (np. czasu lub pamieci)
od rozmiaru danych wejsciowych algorytmu.

* Mowimy, ze f jest co najwyzej rzedu g (zapis
f(n)=0(g(n))), gdy istniejq takie state n >0, oraz

c>0, ze: v

Y f(m<egin)



Asymptotyczne tempo wzrostu

* Mowimy, ze f jest co najmniej rzedu g (zapis
f(n)=€(g(n))), gdy istniejq takie state n >0, oraz

0, ze:
e Y fn)ee(n)

° n=n,

* Mowimy, ze f jest doktadnie rzedu g (zapis f(n)=
0(g(n))), gdy istniejg takie state n >0, oraz c >0,
c,>0, ze:

Y cgn)<f(n)<c,g(n)
n=n,



Rzedy ztozonosci obliczeniowej

1 —stata

e log,n —logarytmiczna

* n—linlowa

 nlog,n — liniowo-logarytmiczna (quasi-liniowa)
* n° — kwadratowa

* n°— wielomianowa

* C" - wyktadnicza



