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Sortowanie

 Szukamy uporzadkowania; mamy wiele
algorytmow o roznych zaletach i roznych
stopniach skomplikowania

* Sortowanie tablic (internal — wszystkie elementy
dostepne) vs. plikow (external — jeden element
dostepny w danej chwili).

e Sortowanie n elementow a,,...,a_. to znalezienie
takiej permutacji a,,...,a,, ,, Z& spetniona jest
zalezno$é f(ako)s...<f( o) dla funkgii

porzadkujacej f(x).



Sortowanie

* Zaktadamy, ze dane sg uporzadkowane w
struktury zawierajgce pole klucza (np. Numer
konta, NIP, itp.). Dla utatwienia bedziemy
rozwazac tablice ztozone z samych kluczy —
liczb naturalnych.

» Sortujemy in situ — bez wykorzystania
pomocniczych tablic.

* Mowimy, ze sortowanie jest stabilne jesli
zachowuje porzadek elementow o tej samej
wartosci klucza — wazne przy sortowaniu po
wielu kluczach.



Sortowanie przez proste wstawianie
(sorting by straight insertion)
* Czesto stosowany przy sortowaniu kart do gry.

* Ciag dzielimy w kolejnych krokach na czesc¢
posortowang i nieposortowang. Element a w

kroku | wstawiamy w odpowiednie miejsce.



Sortowanie przez proste wstawianie
(sorting by straight insertion)

PROCEDURE StraightlInsertion;
VAR 1, J: INTEGER; x: Item;

BEGIN
FOR 1 := 1 TO n-1 DO
X = ali]l; 7 := 1;
// wstaw x w odpowiednie miejsce ciagu
Qyr « 18,
WHILE (jJ > 0) & (x < a[j-1]) DO
aljl = aljg-11;
DEC (7)
END ;
alj] = x
END

END StraightInsertion



Sortowanie przez proste wstawianie
(sorting by straight insertion)

44 55 12 42 94 18 06 67
44 55 12 42 94 18 Ob 67
12 44 55 42 94 18 0Ob 67
12 42 44 55 94 18 06 o7/
12 42 44 55 94 18 0Ob 67
12 18 42 44 55 94 0o 67
0o 12 18 42 44 55 94 67
0o 12 18 42 44 55 o7 94
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Sortowanie przez proste wstawianie
(sorting by straight insertion)

 C — comparisons M - moves

eC =n-1 M =3*%n-1)
o« C__ =(n*+n-4)/4 M__ = (n*+3n-4)/2
e Stabilny.

* W najgorszym przypadku (tablica posortowana
odwrotnie) O(n?) poréwnan i O(n?) przypisan (i-1 w
kroku 1, n-1 krokow).

* W najlepszym przypadku (tablica juz
posortowana) O(n) porownan i O(n) przypisan.



Sortowanie przez binarne
wstawianie (binary insertion)

e Poniewaz cigg a,,...,a jest juz posortowany

mozemy zastosowac binarne wyszukiwanie
(binary search).

* O(nlog n) poréwnan, jednak operacje
przypisania sg zwykle kosztowniejsze, wiec
mato optacalne.



Sortowanie przez prosty wybor
(sorting by straight selection)

* WWybieramy najmniejszy element a nastepnie
zamieniamy z elementem na pozycji | (w kroku

).



Sortowanie przez prosty wybor
(sorting by straight selection)

PROCEDURE StraightSelection;
VAR 1, j, k: INTEGER; x: Item;

BEGIN
FOR 1 := 0 TO n-2 DO
k := 1;
X = ali];
FOR 7 := i+1] TO n-1 DO
IF a[j] < x THEN
k = 73; x := alk]
END
END ;
alk] := al[i]; al[1] := x;
END

END StraightSelection



Sortowanie przez prosty wybor
(sorting by straight selection)

44 55 12 42 94 18 06 67
0o 55 12 42 94 18 44 67
06 12 55 42 94 18 44 67
0o 12 18 42 94 55 44 67
06 12 18 42 94 55 44 067
0o 12 18 42 44 55 94 67
06 12 18 42 44 55 94 67
0o 12 18 42 44 55 o7 94



Sortowanie przez prosty wybor
(sorting by straight selection)

* C =(n%n)/2
° Ivlmin = 3*(n-1) I\/Imax = n2/4+3*(n_1)

* Nie jest stabilny. Niezaleznie od poczgtkowego
uporzadkowania tablicy wykonujemy O(n?)
porownan. llosc¢ przypisan od O(n) do O(n?)
(oprécz zamiany elementow musimy zapamietac
element minimalny).

* Zwykle nieco lepsze od sortowania przez
wstawianie dla nieuporzgdkowanych tablic, dla
uporzadkowanych gorsze.



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)

 /Zwane tez sortowaniem bgbelkowym (bubble
sort).

e Zamieniamy elementy na sgsiadujgcych
pozycjach (mniejsze, niczym lzejsze babelki idg
w gore).



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)

PROCEDURE BRubbleSort;
VAR 1, j: INTEGER; x: Item;
BEGIN

FOR 1 := 1 TO n-1 DO
FOR 7 := n-1 TO 1 BY -1 DO
IF a[j-1] > al[j] THEN
x := al[j-1];
alj-1]1 := aljl;
alj] := x
END
END

END
END BubbleSort



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)

r= 1 2 3 4 5 o 7 0
44 Oo Oo 06 06 Ob 06 06
55 44 12 12 12 12 12 12
12 55 44 18 18 18 18 18
42 12 55 44 42 42 42 42
94 42 18 55 44 44 44 44
18 94 42 42 55 55 55 55
06 18 94 67 67 67 67 67
67 67 67 94 94 94 94 94



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)
* C =(n%n)/2
eM =0 M__ =3*(n*n)/4
» Stabilny.

* Praktycznie zawsze gorszy od sortowania przez
wstawianie | wybor.



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)

* Mozna zauwazyc, ze jesli nie wykonano zadnej
zamiany, to znaczy iz tablica jest posortowana
(ostatnie trzy kroki w powyzszym przyktadzie).
Ponadto, jesli ostatnia zamiana miata miejsce dla
iIndeksu kK, to wszystkie elementy o nizszych
indeksach sg juz posortowane | mozna ich juz nie
rozpatrywac. Najlepiej wiec zapamietac indeks
ostatnie] zamiany.



Sortowanie przez prostg zamiane
(sorting by straight exchange)

* Pojedynczy ,lekki” (maty) babelek na koncu
tablicy przesunie sie na je] poczatek w jednym
kroku. Jednakze, pojedynczy ,ciezki’ bgbelek na
poczatku tablicy bedzie bardzo powoli przesuwat
sie ,na dot” (jedng pozycje na krok), wiec mozna
prowadziC sortowanie w dwoch kierunkach
(algorytm Shakersort).

e Po usprawnieniu C__=n-1, ilos¢ ruchow bez
zmian.



Insertion sort by diminishing
iIncrement (Shellsort)

 Opisane w 1959 przez D.L.Shella

* Dzielimy tablice na czesci | sortujemy oddzielnie
przez proste wstawianie, nastepnie sortujemy
catoscC. Korzystamy z wiasnosci, iz sortowanie
mocno nieuporzgdkowanych tablic ma ztozonosc
kwadratowg, a prawie uporzadkowanych w
przyblizeniu liniowa.

* Dzielimy kolejno na mniejszg iloSC czesci, np. co
czwarty element, co drugi element, catosc.



Insertion sort by diminishing
iIncrement (Shellsort)

PROCEDURE ShellSort;
CONST T = 4,
VAR 1, j, k, m, s: INTEGER;
X: ltem;
h: ARRAY T OF INTEGER;
BEGIN h[O0]:=9; h[l]:=5; h[2]:=3; h[3]:=1;

FOR m := 0 TO T-1 DO
k := h[m];
FOR 1 := k+1 TO n-1 DO
X = ali]l; 7 := 1-k;
WHILE (3 >= k) & (x < al[j]) DO
alj+k] := aljl; J = j-k
END;
alj]jtk] :=x
END
END

END ShellSort



Insertion sort by diminishing
iIncrement (Shellsort)

44 55 12 42 94 18 06 67
4 18 06 42 55 12 67
2 18 42 55 67
1 06 12 18 42 44 55 67 94



Insertion sort by diminishing
iIncrement (Shellsort)
* Nie jest stabilny.

* Powstaje pytanie na ile czesci dzielic? D. Knuth
proponuje nastepujacy ciag:
-h =1

-h =3"h _+1 azdoh >n

- h ih_ (dwa ostatnie elementy) odrzucamy, kolejne

elementy ciggu wyznaczajg ilosc partycji np. Dla
n=1000 mamy: 1, 4, 13, 40, 121, 364, 1093>n

e Inny cigg Knutha: h =2*h _+1(1,3,7,15,...) daje
ztozonosc¢ O(n'-2)



Sortowanie przez kopcowanie
(tree sort, heapsort)

e Sortowanie przez wybor mozna ulepszyc¢
utatwiajgc znalezienie minimalnego elementu.
Pomadc w tym moze struktura drzewiasta.

* Wystarczy n/2 porownan, by znalezC¢ mniejszy
element dla kazdej dwojki, n/4 by znalezC
najmniejszy z dwoch dwojek, itd. W sumie n-1
operacji aby uzyskac ponizsze odwzorowanie:

12 06

a4 o2 18 06

44 55 12 42 94 18



Sortowanie przez kopcowanie
(tree sort, heapsort)

* Posortowany cigg uzyskujemy schodzgc po
najnizszym elemencie w dot, usuwamy go |
zastepujemy dziury najmniejszymi elementami z
pary. Potrzebujemy log n przejs¢, a wiec w sumie
n*log n operaciji.

* Metoda J.Willilamsa zwana Heapsort rozwija te
procedure w ten sposob, iz pozwala na
sortowanie in situ, bez uzycia dodatkowej
pamieci, dzieki strukturze zwanej kopcem.



Koplec

» Kopiec to sekwencja kluczy h ,h . ,...,h, taka,
ze:h<h, _ih<h, dlai=L...R/2-1

 Kopiec mozna przedstawic jako drzewo, w
kKtorym wezty na danym poziomie sg wieksze
od swoich potomkow:

hno
ny h, h, h,
e VRN SN AN
h7 h8 h9 h10 h11 h12 h13 h14



Tworzenie kopca

e Elementy h_dla k=n/2...n-1 sg juz w poprawnej
czesci kopca, gdyz nie majg potomkow.

* Kolejne elementy dla k=n/2...0 dodajemy do
kopca. Dodawanie polega na ustawieniu
elementu na szczycie kopca i ,przesianiu” go w
dot na odpowiednie migjsce.

L := n DIV 2;
WHILE L > 0 DO
DEC (L) ;
sift (L, n-1)
END



Tworzenie kopca

44 55 12 42 94
44 55 12 42194
44 55 12142 94
44 55|00 42 94
44142 0o 55 94
06 42 12 55 94

18
18
18
18
18
18

06
06
06
12
12
44

67
o'/
o'/
o'/
o'/
67



Sortowanie z uzyciem kopca

* Zamien element znajdujacy sie w korzeniu z
ostatnim elementem w kopcu. Napraw kopiec
Jprzesiewajgc” element z korzenia w dot.
Elementy przenoszone na koniec kopca tworzg

czesc posortowang (nie wchodzgcg juz w skiad
kopca).

R := n-1;

WHILE R > 0 DO
x := al[0],; al[0] := al[R]; alR] := x;
DEC(R),; sift (1,

END



Sortowanie z uzyciem kopca

06 42 12 55 94 18 44 67
12 42 18 55 94 o7 44|00
18 42 44 55 94 67112 0o
42 55 44 o7 94|18 12 06
44 55 94 67142 18 12 0o
55 67 94144 42 18 12 0o
o7 94|55 44 42 18 12 06
94|67 55 44 42 18 12 06



PROCEDURE sift (L, R: INTEGER);
VAR 1, 7J: INTEGER; x: Item;

BEGIN 1 : L; 7 := 2*1+1; x := ali];
IF (3 < R) & (al[j] < al[j+l1l]) THEN 7 := J+1 END;
WHILE (j <= R) & (x < a[j]) DO
ali] := aljl; 1 := 73; 7 := 2*3+1;
IF (3 < R) & (a[j] < a[j+1]) THEN j := j+1
END
END ;
ali] := x
END sift;

PROCEDURE HeapSort;
VAR L, R: INTEGER,; x: Item;
BEGIN L := n DIV 2; R := n-1;
WHILE L > 0 DO DEC(L); si1ift (L, R) END ;
WHILE R > 0 DO
x = al[0], al[0] := a[R]; alR] := x;
DEC(R),; sift (L, R)
END
END HeapSort



Sortowanie przez kopcowanie
(tree sort, heapsort)

* Aby zbudowac kopiec potrzeba n/2 przesian
przez max. log n/2 poziomow. Aby posortowac,
n-1 przesian przez max. log n-1 poziomow. A
wiec ztozonos¢ wynosi O(nlog n).

* Pomimo tego, ze elementy sg przesuwane
najpierw w jednym kierunku, a potem w drugim,
algorytm jest szybszy niz Shellsort dla duzych n.

* Generalnie heapsort najlepiej dziata na tablicach
posortowanych odwrotnie, a wiec zachowuje sie
W sposob nienaturalny.

* Nie jest stabilny.



Sortowanie przez podziat
(partition sort, quicksort)

e Sortowanie przez zamiane probujemy ulepszyc
poprzez zamiane nie elementow najblizszych, ale
najdalszych (bedzie dziata¢ idealnie dla ciggu
posortowanego odwrotnie).

* C.A.R. Hoare zaproponowat w latach 60-tych
procedure opartg o strategie ,dziel i zwycigzaj’
(divide and conquer):



Sortowanie przez podziat
(partition sort, quicksort)

- Dziel: najpierw sortowany zbior dzielimy na dwie
czesci w taki sposob, aby wszystkie elementy
lezace w pierwszej czesci (zwanej lewg partycja)
byty mniejsze lub robwne od wszystkich elementow
drugiej czesci zbioru (zwanej prawg partycja).

- Zwyciezaj: kazda z partycji sortujemy
rekurencyjnie tym samym algorytmem.

- Potacz: potaczenie tych dwoch partycji w jeden
zbior daje w wyniku zbior posortowany.



Sortowanie przez podziat
(partition sort, quicksort)

* Aby podzieli¢ zbior, musimy wybrac wartosc
wzgledem ktore] bedziemy dzielic. Najlepiegj
zeby to byta mediana, ale poniewaz jej
znalezienie kosztuje mozemy wybrac element
srodkowy (bedzie to korzystne gdy cigg jest
posortowany w jakims kierunku).

* Poruszamy sie dwoma indeksami (nazwijmy je
,j) po tablicy. Najtatwiej startowac z dwoch
stron tablicy, ale mozna tez z jednej. Jesl
element pod indeksem i jest wiekszy od
elementu pod indeksem | to je zamieniamy.



Sortowanie przez podziat
(partition sort, quicksort)
* 44 55 12 42 94 06 18 67 — wybieramy 42
* 18 55 12 42 94 06 44 67 — zamiana 18 i 44
* 18 06 12 42 94 55 44 67 — zamiana 6 i 55

* Procedure powtarzamy dla partyc;ji [18 06 12] |
[94 55 44 ©67]



PROCEDURE sort (L, R: INTEGER);;

VAR 1, J: INTEGER; w, x: Item;

BEGIN 1 := L; 7J := R;
x := al[ (L+R) DIV 2];
REPEAT
WHILE a[i] < x DO INC(1i) END ;
WHILE x < a[j] DO DEC(j) END ;
IF i <= j THEN
w = ali]; ali] := alj]; alj]
1 := 1+1; 3 := J-1;
END
UNTIL i > 7;
IFF L < 7 THEN sort (L, ) END ;

J
IF 1 < R THEN sort(i, R) END ;

END sort;

PROCEDURE QuickSort;
BEGIN

sort (0, n-1)
END QuickSort



Sortowanie przez podziat
(partition sort, quicksort)

* Nie jest stabilny. W najlepszym przypadku
ztozonos¢ O(nlog n), w najgorszym n? (jesli
zawsze wybieramy element najwiekszy lub
najmniejszy).

* \WW najgorszym przypadku potrzeba n wywotan
funkcji, co grozi przepetnieniem stosu. Mozna
rozwigzac ten problem poprzez wywotywanie
procedury zawsze dla mniejszej z partycji.

* Zadanie domowe: skonstruuj najgorsze dla
algorytmu quicksort utozenie powyzszego
ciggu. Sprawdz ile zostanie wykonanych
operacji podziatu | poréwnan.



Zadanie na ¢wiczenia

Implementacja i porownanie dwoch algorytmow
sortowania. Porownujemy dla tablic:
posortowanej, posortowanej odwrotnie, losowo
nieuporzagdkowanej. Sprawozdanie powinno
zawierac wykresy

Przyktadowe funkcje mierzace czas:

- Time() - doktadnos¢ do sekundy

- Now() - biblioteka VCL, zwraca typ TDateTime
(1.0 = 1 doba)

- GetSystemTime() - sytemowa, zwraca strukture,
skomplikowany sposoOb obliczania roznicy czasow



Sortowanie przez scalanie
(mergesort)

o Strategia ,Dziel i rzgdz”

* Dzielimy tablice na dwie podtablice, te dzielimy
ZNnowu rekurencyjnie az dojdziemy do tablic
jednoelementowych (juz posortowanych).

* Przy powrocie z funkcji tgczymy posortowane
podtablice korzystajgc z dodatkowej tablicy.
Wykorzystujemy dwa indeksy dla tablic
zrodtowych i indeks dla tablicy wynikowey:

IF tabl[a]<tabz2[b] THEN

tab wynik[c++] := tabl[a++]; END;
FELSE

tab wynik[c++] := tab2[b++]; END;



Scalanie zbiorow

1.Przygotuj pusty zbior tymczasowy

2.Dopoki zaden ze scalanych zbiorow nie jest
pusty, porownuj ze sobg pierwsze elementy
kazdego z nich | w zbiorze tymczasowym
umieszczaj mniejszy z elementow usuwajac go
jednoczesnie ze scalanego zbioru.

3.W zbiorze tymczasowym umiescC zawartosc
tego scalanego zbioru, ktory zawiera jeszcze
elementy.

4.Zawartosc zbioru tymczasowego przepisz do
zbioru wynikowego | zakoncz algorytm.



Sortowanie przez scalanie

44 55
44 55
44 55
44155
44 55
12 42
06 12

(mergesort)

12 42
12 42
12 42
12142
12 42
44 55
18 42

94 18
94 18
94 18
94118
18 94
06 18
44 55

06 67
06 07
06 07
06|67
06 ©7
o/ 94
67 94



Sortowanie przez scalanie
(mergesort)
e Stabilny.
* Nie sortujemy w miejscu.
e Ztozonosc¢ O(nlog n).



Sortowanie rozrzutowe

* Zamiast porownywac elementy, rozrzucamy je
do poszczegolnych kategorii. Musimy znac ilosc
elementow w kategorii.

* Przyktad dla 24 kart (Knuth): kolejne karty
uktadamy na 6 stosow wg figur. Karty
pobieramy z kupek w tej samej kolejnosci, w
ktore) byty na nie wstawiane. W drugim kroku
otrzymanag talie rozktadamy na 4 stosy wg
kolorow. Teraz wystarczy potgczycC ze sobg
otrzymane stosy w jedng talie 24 kart.
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Sortowanie rozrzutowe

Pierwsza operacja - roztozenie n elementow na
m kupek ma klase ztozonosci O(n).

Druga operacja - ztgczenie m kupek w n
elementow ma klase ztozonosci O(m).

W sumie ztozonos¢ O(m+n).
Potrzebna dodatkowa tablica wielkosci n.



Sortowanie kubetkowe (bucket sort)

* 1956 E. J. Issac i R. C. Singleton

* Kubelki najlepiej reprezentowac za pomocg
uporzgdkowanej listy (czyli stosujemy
sortowanie przez wstawianie).

e Ztozonosc¢ O(n) dla rownomiernie roztozonych
elementow. Dla nierébwnomiernie O(n?).

1. Podziel zadany przedziat liczb na n
podprzedziatow (kubetkow) o rownej dtugosci.
2. Przypisz liczby z sortowanej tablicy do
odpowiednich kubetkow.

3. Sortuj liczby w niepustych kubetkach.

4. Wypisz po kolei zawartosc niepustych

kubetkow.



Sortowanie kubetkowe (bucket sort)

44 55 12 42 94 18 06 67
(94-6)/4 = 22 (wielkosé kubelka)

<6;208) 0o 12 10
<28;50) 42 44
<50;72) 55 077

<72;94+1) 94



Sortowanie przez zliczanie
(counting sort)

* Stosowane gdy sortujemy liczby catkowite z
ograniczonego zakresu. Dla kazdej wartosci w
zbiorze przygotowujemy licznik i ustawiamy go
na 0.

* Obieg zliczajacy: przegladamy kolejne
elementy zbioru i zliczamy ich wystgpienia w
odpowiednich licznikach. Po wykonaniu tego
oblegu W poszczegolnych licznikach mamy

\Y

0SC wystgpien kazde] wartosci.
esli nie zalezy nam na stabilnosci sortowania,

to w tym momencie mozemy przepisac
elementy to tablicy wynikowe).



Sortowanie przez zliczanie
(counting sort)

6361490182649375927324187085836253

Liczniki:
[0:2][1:3][2:4][3:5][4:3][5:3][6:4][7:3][8:4][9:3]

Wypisujemy liczby:
0011122223333344455566667 778888999



Sortowanie przez zliczanie
(counting sort)

* Jesli chcemy zachowac stabilnosc¢ sortowania
(wartosci catkowite sg kluczami dla wiekszych
struktur danych) wykonujemy obieg
dystrybucyjny: obliczamy dystrybuante, czyli
ilosC elementow mniejszych lub rownych od
danej wartosci.

* Przeglgdamy jeszcze raz zbior wejsciowy idgc
od ostatniego elementu do pierwszego. Kazdy
element umieszczamy w zbiorze wynikowym na
pozycji rownej zawartosci licznika dla tego
elementu. Po wykonaniu tej operaciji licznik
zmniejszamy o 1.



Sortowanie przez zliczanie
(counting sort)

6361490182649375927324187085836253

Liczniki:
[0:2][1:5][2:9][3:14][4:17][5:20][6:24][7:27][8:31][9:34]

Elementy zachowujg kolejnosc:
0011122223333344455566667778888999



Sortowanie przez zliczanie
(counting sort)

Wykonujemy m zerowan licznikow.

Nastepnie n inkrementacji licznika (dla kazdego
elementu).

Nastepnie m sumowan licznikdw przy
obliczaniu dystrybuanty.

Nastepnie n dekrementaciji licznika.
Ztozonos¢ O(m+n).
Potrzeba m+n dodatkowej pamieci.



Sortowanie pozycyjne (radix sort)

* Polega na sortowaniu elementow (znakow w
ciggu lub cyfr w liczbie) wedtug kolejnych
pozyciji. Cyfry liczby sortujemy od prawej do
lewej, ciggi znakow odwrotnie.

* Algorytm sortujgcy musi bycC stabilny, doskonale

nadaje sie wiec sortowanie przez zliczanie
(mamy tylko 10 cyfr, a wiec 10 licznikow).



We.
726
237
725
123
301
494
707
941

!
301

941
123
494
725
726
237
707

!
301

7077
123
725
7126
237
941
494

Sortowanie pozycyjne (radix sort)

!
123

237
301
494
707
125
126
941



Sortowanie pozycyjne (radix sort)

e Sortowanie musimy wykonac tyle razy, z ilu cyfr
zbudowane sg liczby reprezentujace sortowane
elementy.

* /tozonosc dla sortowania liczb wynosi
O(d*(n+10)) gdzie d to dlugosc¢ najdtuzszej
liczby.

* Potrzeba m+n dodatkowej pamieci.



