Drzewa binarne

Drzewo binarne to dowolny obiekt powstaty

zgodnie z regutami:
e | jest drzewem binarnym

e Jesli T i T, sg drzewami binarnymito T AT, jest

drzewem binarnym
Np. (LAL)A(LA(LAL))




WielkosSc drzewa binarnego

e |1| =1
o [THT,| =|T,| + [T + 1

Szerokosc drzewa binarnego



WysokoscC drzewa binarnego




Witasnoscli

e h(T)) <h(T)

o W(T)<w(T)

o [T <|T|

* h(T)<=w(T) = |T|

e |T| =2*wW(T)—1 (udowodniC indukcyjnie)




Przechodzenie drzewa

o t, T, T, - pre-order, przejscie wzdtuzne

o T ,t, T, -in-order, przejscie poprzeczne
(przejscie grafu w gtab)

o T, T.,t-post-order, przejscie wsteczne



Drzewo przeszukiwan (search tree)

* Dla kazdego wezta t, wszystkie klucze w lewym
poddrzewie sg mniejsze od kluczaw t, a
wszystkie klucze w prawym poddrzewie sg
wieksze od klucza w t.

* Przejscie in-order po drzewie przeszukiwan
daje nam posortowany cigg kluczy.



Drzewo zrownowazone

» Jest to drzewo, w ktorym gtebokos¢ dowolnych
dwaoch lisci rozni sie co najwyzej o jeden.
* Wyszukanie elementu w zrownowazonym

binarnym drzewie przeszukiwan wymaga
O(log,n) operacji (w drzewie o wysokosci n

mozemy zmiescic 2"-1 weztow).



Reprezentacja drzewa

W tablicy — wybrany wezet ma indeks i. Korzen
lewego poddrzewa ma indeks 2i+1, a prawego

2i+2: I
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Powyzsza metoda jest dobra dla drzew
zrownowazonych (mocno ,wypetnionych™).

Mozemy tez drzewa reprezentowac za pomocg
struktur zawierajgcych wskazniki do potomkow.

Zroédfo obrazka: wikipedia



Przeszukiwanie drzewa
(bez wartownika)

PROCEDURE locate(x: INTEGER; t: Node): Node;
BEGIN
WHILE (t # NIL) & (t.key # x) DO
IF t.key < x THEN

t := t.right
ELSE
t = t.left
END
END ;
RETURN t

END locate

Zrodto: N.Wirth



Przeszukiwanie drzewa
(z wartownikiem)

PROCEDURE locate(x: INTEGER; t: Ptr): Ptr;
BEGIN
s.key := x; (*sentinelY)
WHILE t.key # x DO
IF t.key < x THEN

t := t.right
ELSE
t = t.left
END
END;
RETURN t

END locate

Zrodto: N.Wirth



Dodawanie elementu do drzewa
(tree search with insertion)

PROCEDURE search (x: INTEGER; VAR p: Node);
BEGIN
IF p = NIL THEN (*x not 1n tree; 1insert¥™)

NEW (p) ;

p.key := x;
p.count := 1;
p.left := NIL;
p.right := NIL

ELSIF x < p.key THEN
search(x, p.left)
ELSIF x > p.key THEN

search (x, p.right)
ELSE

INC (p.count)
END

END search;
Zrodto: N.Wirth



Usuwanie elementu z drzewa

PROCEDURE delete(x: INTEGER; VAR p: Node)
VAR g: Node;
PROCEDURE del (VAR r: Node);

BEGIN
IF r.right # NIL THEN del(r.right)
ELSE g.key := r.key; g.count := r.count;
q := r; r := r.left
END
END del;

BEGIN (*deletex)
IF p = NIL THEN (*word 1s not 1n tree*)
ELSIF x < p.key THEN delete(x, p.left)
ELSIF x > p.key THEN delete(x, p.right)

ELSE (*delete p”™*) g := p;
IF g.right = NIL THEN p := g.left
ELSIF g.left = NIL THEN p := g.right
ELSE del (g.left)
END

END

END delete Zrodto: N.Wirth



Rownowazenie drzewa

* /Za pomocg pomocniczej tablicy.

* Przechodzimy drzewo w kolejnosci in-order —
uzyskujemy posortowang tablice.

e /Z tablicy tworzymy nowe drzewo, srodkowy
element zostaje korzeniem.
Z elementow na lewo od niego tworzymy
rekurencyjnie lewe poddrzewo, z elementow na

prawo — prawe poddrzewo.



Algorytm DSW

e Day/Stout/\Warren 1986
e Ztozonosc¢ czasowa O(n)

* Algorytm dziata ,w miejscu” (in situ)

Right Rotation o o
<
o e Left Rotation

Zroédfo obrazka: wikipedia




Algorytm DSW

* Najpierw wykonujemy obroty w prawo dla
korzenia, a pozniej jego wszystkich potomkow.
Uzyskujemy w ten sposob liste.

* Nastepnie wykonujemy obroty w lewo dla co
drugiego wezta znajdujgcego sie w prawym
poddrzewie. llosC obrotow jest okreslona:

- W pierwszym przebiegu leaf count = n+1-2lg(n+1)
- W drugim przebiegu (n-leaf_count) div 2
- W kolejnych przebiegach dzielimy przez 2



Algorytm DSW

begin
leaf-count := size + 1 - 2ltglsizerD],
compression (root, leaf-count);
slze := size - leaf-count;

while size > 1 do begin
compression (root, size div 2);
size := size div 2;
end;
end;

Zrédto: Q.F.Stout, B.L.Warren ,Communications of the ACM”, september 1986, vol.29 n.9



Algorytm DSW - przyktad

7
A
P



Czy optaca sie rownowazenie

drzewa?
* Wyszukanie w najgorszym przypadku (lista)
wymaga O(n) operaciji.

* Jednak szanse na powstanie listy sg mate
(mozliwe jest n! kolejnosci podania elementow).

* Dla duzych n srednia dtugosc Sciezki
wyszukiwania to a =2*(Inn +g - 1)

* g —stata Eulera = 0.577...

o W drzewie zrownowazonym: a '=logn - 1

e lim(a /a ') = 2%In(n)/log(n) = 2%*In(2) = 1.386...
* Srednio zyskamy wiec ok. 39%



Drzewa AVL

* Adelson-Velskii & Landis 1962

* Drzewo jest zrownowazone wtedy | tylko wtedy,
gdy dla kazdego wezta roznica wysokosci jego
dwdch poddrzew wynosi co najwyzej jeden.

* Nie musimy rownowazycC catego drzewa po
kazdej operacji dodania/usuwania (jak w DSW).

* Drzewo AVL jest co najwyzej 0 45% wyzsze od
drzewa idealnie zrbwnowazonego.

* Drzewo AVL o najmniejszej] dozwolonej ilosci
weztow tworzy drzewo Fibonacciego.



Drzewa Fibonacciego

* Puste drzewo to drzewo Fibonacciego o
wysokosci 0.

* Pojedynczy wezet to drzewo Fibonacciego o
wysokosci 1.
e Jesli T 1T _ sgdrzewami Fibonacciego o

wysokosciach odpowiednio h-1 i h-2 to
T =T AT __ jest drzewem Fibonacciego.

o IlosC weztow: N.=0 N, =1
N.=N_,+1+N ,



Drzewa AVL

* Dla kazdego wezta zapamietujemy
wspotczynnik wywazenia rowny roznicy
wysokosci prawego i lewego poddrzewa. Moze
on wynosic 0, +1 lub -1.

* \WWstawianie do drzewa AVL moze odbywac sie
tak, jak gdyby byto ono zwyczajnym drzewem
poszukiwan binarnych, nastepnie zas,
odtwarzajgc kroki w kierunku korzenia,
wykonywane sg aktualizacje wywazen weztow.



Drzewa AVL

* Jesli wspotczynnik zostat zmieniony na 2 lub -2,
to drzewo stracito wtasnosc AVL. Aby jg
przywrocic, potrzebna jest rotacja. Rotacja
drzewa bedzie zawsze zostawiac poddrzewo
zrownowazone, nie ma potrzeby wykonywania
dalszych aktualizaciji.

* / praktyki wynika, ze drzewo AVL jest srednio
0 25% wyzsze niz idealnie zrownowazone, a
operacje rownowazenia trzeba wykonac
srednio co drugg operacje wstawienia.



Drzewa AVL
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Zrodfo obrazka: wikipedia



Drzewa AVL

e ZtozonoscC wyszukiwania+dodania O(log n) —
dla DSW byta O(n).

* Aplet demonstrujgcy dziatanie drzew AVL.:
http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AV
L/AVL%20tree%20applet.htm



Usuwanie z drzewa AVL

e Jesli usuwany wezet jest lisciem, zostaje
usuniety.

e Jesli nie jest lisciem, musi zostac zastgpiony
najwiekszym elementem z jego lewego
poddrzewa lub najmniejszym z jego prawego
poddrzewa. Wyszukany najwiekszy lub
najmniejszy element ma co najwyzej jedno
dziecko.

* Po usunieciu wezta odtwarzana jest sciezka do

korzenia, zas wspotczynniki wywazenia sg
aktualizowane.



Usuwanie z drzewa AVL

* Odtwarzanie moze bycC zatrzymane, jesli
wspotczynnik wywazenia zostaje zmieniony na
-1 lub 1, oznacza to bowiem, iz wysokosc¢
poddrzewa pozostaje niezmieniona.

* Zmiana wspotczynnika wywazenia na 0
oznhacza zmniejszenie wysokosci poddrzewa,
aktualizowanie wspotczynnikdw musi byc
kontynuowane.

e Jesli wspotczynnik zostanie zmieniony na -2 lub
2, to wykonywana jest rotacja w celu
przywrocenia struktury AVL.



Usuwanie z drzewa AVL

* W przeciwienstwie do operacji wstawiania,
wystgpienie rotacji nie musi oznaczac, iz
drzewo zostato wywazone. W pesymistycznym
przypadku rotacje bedg wykonywane az do
wierzchotka drzewa.

* / praktyki wynika, ze operacje rownowazenia

trzeba wykonac srednio co pigtg operacje
usuwania.



