Techniki projektowania algorytmow

* Dziel i zwyciezaj (divide and conquer) — rekursja
 Redukcja (reduction, transform and conquer)
 Programowanie liniowe (linear programming)
 Programowanie zachtanne (greedy method)

 Programowanie dynamiczne (dynamic
programming)

» Algorytmy przeszukujgce (trial and error)

* Algorytmy probabilistyczne | heurystyki
(probabilistic, heuristic)



Rekursja

« Rekursja — zobacz: Rekursja =)

* Rekursja — jesli ciggle nie wiesz co to jest,
zobacz: Rekursja -)

« PHP — ,PHP: Hypertext Preprocessor”

« GNU - ,,GNU's Not Unix”
« AMARA — ,Amara Means A Recursive Acronym”



Rekursja

« P=IF B THEN P[S,P] END
- P — program
- P — kompozycja (ztozenie)
- S — sekwencja rozkazow nie zawierajgca P

* Wieze Hanoil, algorytm Euklidesa znajdowania
NWD, definicja drzewa — patrz ,Matematyka
dyskretna”

» .Dziel | zwyciezaj” - quicksort, mergesort



Kiedy nie uzywac rekursji?

 P=IFBTHENS; P END
(P na samym poczatku lub koncu)

e Silnia: n!'=n~*(n-1)! 0l =1

PROCEDURE I :

F(I:INTEGER) :INTEGER; F

BEGIN W
IF I>0 I :

THEN o ;= T
RETURN I*F (I-1); END;

ELSE
RETURN 1;

END;

END F;



Kiedy nie uzywac rekursji?

* Cigg Fibonacciego: F(i) = F(i-1) + F(i-2)
 Powtarzamy niepotrzebnie wiele obliczen

PROCEDURE F (n:INTEGER) : 1 :=1;
INTEGER; x = 1;
BEGIN y = 0y
IF n=0 WHILE 1 < n DO
THEN RETURN O; X 1= xXty;
ELSE IF n=1 y 1= X-V;
THEN RETURN 1; <E> 1 = 1+1;
ELSE END;
RETURN F (n-1)+F (n-2)
END;
END;

END F;



Krzywa Hilberta (Hilbert curve)

« Krzywa H. rzedu i sktada sig z czterech instancji
krzywych H._ dwukrotnie pomniejszonych,
obroconych | potgczonych odcinkami.

« H, jest pusta, stad H, sktada sie¢ tylko z trzech
odcinkow.

y Ai: Di-1 <_ Ai-1 l Ai-1 — Bi-1
y Bi: Ci-1 T Bi-1 - Bi-1 l Ai-1
y Ci: Bi-1 — Ci-1 T Ci-1 (_ Di-1
y Di: Ai-1 l Di-1 (_ Di-1 T Ci-1
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Krzywa Sierpinskiego

» Gtowny schemat rozni sie od schematow
rekursji

e S:A B v C S D &
eA:A B, = D, 4 A,
«B:B, v C, & A < B,
«C:C, > D, =B, » C,
eD: D, 4A, 1+ C, D,

« S, — kwadrat obrocony o 45 stopni (A,,B,,C,,D,
sg puste)
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Trojkat Sierpinskiego

* Wez dowolny ksztatt
(zwykle trojkat).

 Jesli procedura osiggneta
zatozony poziom narysuj
ksztatt. W przeciwnym
przypadku zmniejsz
rozmiar ksztattu
dwukrotnie. Wywotaj
procedure trzykrotnie na
planie trojkata.




Trojkat Sierpinskiego

L 4
A A A TA
AAAA ABAD AhAH




Redukcja (reduction)

transform and conquer — ,tfransformuj i zwyciezaj”

np. zadanie znalezienia mediany w zbiorze liczb
mozemy rozwigzac nastepujgco:

— sortujemy zbior (droga operacja)

- wybieramy element srodkowy (tania operacja)

Chcemy pomnozyc¢ dwie liczby. Mamy gotowe
uktady ktore potrafig: dodawac, odejmowac,
podnosic do kwadratu, dzieliC przez 2.

a*b = ((a+b)? - a2 - b?)/2



Programowanie liniowe
(linear programming)

* Optymalizacja liniowej funkcji celu podlegajacej
linlowym ograniczeniom w postaci rownosci lub
nierdwnosci.

 Forma kanoniczna:

Maksymalizuj: c'X
przy ograniczeniach: Ax<b
gdzie: x=0

X — wektor zmiennych
c,b — wektory wspotczynnikow
A — macierz wspotczynnikow



 Forma standardowa sktada sie z trzech czesci:
- liniowej funkgji celu, np. maksymalizuj ¢ x,+c X,
- ograniczen, np. a X +a X,Sb.
a21X1 +a22X2Sb2
831X1+832X2Sb3
- nieujemnych zmiennych np. x.20, x 20
» Ograniczenia inne niz mniejszosciowe (<)
mozemy zamieniC na mniejszosciowe:
— ograniczenie rownosciowe nadwa < |2

— ograniczenie wiekszosciowe prze negacje
Zmiennych.



Przyktad

Rolnik ma pole o powierzchni A hektarow na
ktorym moze posadziC pszenice lub jeczmien
w dowolnej proporcji. Rolnik moze zuzyc
maksymalnie F ton nawozu 1 P ton sSrodka
owadobojczego. Do uprawy pszenicy potrzeba F.

a do jeczmienia F, ton nawozu na hektar. Do
uprawy pszenicy potrzeba P, a do jeczmienia P,

ton srodka owadobojczego na hektar. Uprawa
pszenicy daje S,, a jeczmienia S, ziotych z
hektara. lle hektarow ma rolnik obsadzicC
pszenicg, a Iile jeczmieniem aby uzyskac
maksymalny zysk?



Przyktad

« maksymalizuj: S x, + S x, (funkcja celu = zysk)
* ograniczenia:

X, + X, <A (wielkosc¢ pola)

Fx +Fx sF (ilos¢ nawozu)

Px +Px <P (ilosC srodka owadobojczego)
* nieujemne zmienne (nie da sie uprawiac pola o

ujemnej powierzchni):
X, 2 0 (powierzchnia uprawy pszenicy)

X,2 0 (powierzchnia uprawy jeczmienia)



Programowanie liniowe — metody
rozwigzywania

* Algorytm simplex —
W najgorszym przypadku "11\
ztozonos¢ wyktadnicza

 Metoda elipsoid —
Zztozonosc
wielomianowa, ale
w praktyce gorszy niz

simplex
Feasible
» Algorytm Karmarkara — region
ZztozonoscC

wielomianowa, lepszy
w praktyce niz simplex



Bajka o trzech ztodziejach

Ztodzie] wtamuje sie do domu | widzi cztery
wartosciowe rzeczy:.
* bizuterie o wadze 1 kg i wartosci 15 PLN,
» zyrandol o wadze 5 kg i wartosci 10 PLN,
* obraz o wadze 3 kg | wartosci 9 PLN,
* radio o wadze 4 kg 1 wartosci 5 PLN.

Jego plecak moze udzwigng¢ max. 8 kg (obie
rece musi mieC wolne, zeby wyjSC przez okno na
pietrze). Co powinien zapakowac do plecaka”

Mamy trzech ztodziei: chciwego, powolnego
| sprytnego.



Problem plecakowy

(wersja 0-1)
Maksymalizuj:

Z Pi¥X;
i=1

przy ograniczeniach:

n
> wox<c x,€[0,1} i=1,..,n
i=1

W wersji ciggte] mozna dzieliC przedmioty
pakowane do plecaka na czesci. Wowczas
algorytm zachtanny jest optymalny.



Algorytm zachtanny (greedy)

 Wrzucamy przedmioty do plecaka zaczynajac
od przedmiotu o najwieksze] wartosci (albo
stosunku wartos¢/waga — lepsze, dla problemu
ciagtego daje rozwigzanie optymalne).

» /Ztodziej wrzuca wiec kolejno bizuterie (1 kg,
15 PLN) i zyrandol (5 kg, 10 PLN). Plecak moze
jeszcze udzwignac 2 kg, ale nie ma tak lekkich
przedmiotow, wiec ztodzie] ucieka, unoszac
przedmioty o wartosci 25 PLN.



Algorytm brute force

* Brute force — brutalna sita, sprawdzamy
wszystkie rozwigzania.

 Powolny ztodziej zaczyna sprawdzacC wszystkie

mozliwe rozwigzania. ZtozonosC prob
wynosi O(2"), gdyz tyle mamy mozliwyc
utworzenia podzbiorow. Zanim ztodziej po

emu
n do
iczyt

odpowiednie sumy wartosci i wag przedmiotow,

wpadta policja | go aresztowano.



Programowanie dynamiczne
(dynamic programming)

A(l,)) definiuyjemy jako maksymalng wartosc
plecaka o wielkosci |, rozpatrujgc tylko
| plerwszych przedmiotow. Szukamy A(n,c).
Mozemy je znalezC z nastepujgce] zaleznosci
rekurencyjnej:

0 dla i=0 lub j=0
AL, j)=] A(i—1, ) dla w;>j
max{A(i—l,j),pi+A(i_1»j_Wi)} dla w;<j

~—

\

A wiec badamy, czy warto dotozyC I-ty
przedmiot do plecaka o w. mniejszego



oJdoaUTd WNRKROUW T

Programowanie dynamiczne

'.l.

(dynamic programming)

/W, 15/1 10/5 9/3
1=0 i=1 1=2 1=3
0 0 0 0
0 15 15 15
0 15 15 15
0 15 15 15<
0 15 15 24
0 15 15< 24
0 15 25 25<
0 15 25 25<
0 15 25 25<

24<
25<
25<
29



Programowanie dynamiczne
(dynamic programming)

 Sprytny ztodziej uzyskat plecak o wartosci
29 PLN (4 PLN lepiej niz jego chciwy kolega),
zablerajgc bizuterie, obraz | radio, wazgce w
sumie 8 kg.

» ZtozonosSc¢ wynosi O(n*c) w porownaniu z O(2")
algorytmu brute force.

 Programowanie dynamiczne mozemy
wykorzystaCc np. takze w problemie obliczania
cilaggu Fibonacciego, poprzez zapamietywanie
kolejnych wyrazow ciggu.



Algorytmy przeszukujgce przestrzen
rozwigzan (trial and error)

* Brute force — brutalna sita, sprawdzamy
wszystkie rozwigzania.

» Backtracking — przeszukiwanie z nawrotami,
wykorzystujemy wtasnosci zadania aby
ograniczyc¢ przeszukiwang przestrzen.

 Branch and bound — algorytm podziatu i
ograniczen, wykorzystujemy wtasnosci zadania
aby ograniczyC przeszukiwang przestrzen.



Problem osSmiu hetmanow

 RozstawiC osiem
hetmandw na
tradycyjnej
szachownicy 8x8 tak,
aby wzajemnie sie nie
atakowaty (w pionie,
poziomie | po
przekatnej)

e 53 92 rozwigzania, 12
jesli wykluczymy
symetryczne | obrocone

a b o d e £ g h

W n (n -] 0

a b o d e £ g h

Zrédfo: wikipedia.org



Rozwigzanie problemu — brute force

» Generujemy na slepo wszystkie
64°=2%=281,474,976,710,656 mozliwych
ustawien hetmanow.

* Poniewaz dwa (i wiecej) hetmany nie mogg
zajmowac jednego pola, mozemy ograniczyc
ilosC mozliwych ustawien do
64!/56 = 178,462,987,637,760

» Jeszcze lepiej wygenerowac wszystkie
permutacje (pozycje w danym wierszu lub
kolumnie) ktorych jest 8!1=40320, co eliminuje
ataki w pionie | poziomie (jak dla wiezy)



Rozwigzanie problemu —
backtracking

* Przeszukujemy drzewo rozwigzan oparte na
permutacjach. Stosujemy metode
przeszukiwania w gtgb. Wystgpienie konfliktu
po przekatne] powoduje ,odciecie” catego
poddrzewa rozwigzan, dzieki czemu
przeszukujemy tylko 15720 ustawien.



Algorytm podziatu | ograniczen
(branch and bound)

* Dzielimy problem na podproblemy (branching),
a nastepnie obliczamy gorne i dolne
ograniczenia (bounding) i ,obcinamy” (pruning)
niektore gatezie drzewa przeszukiwan.

» Dla problemu maksymalizaciji: jesli dla danego
poddrzewa T jego gorne ograniczenie (upper
bound) jest mniejsze od dolnego ograniczenia
(lower bound) dowolnego innego poddrzewa,
to nie ma sensu testowac rozwigzan w T.

* Dolne ograniczenie to zwykle najlepsze dotad
znalezione rozwigzanie.



PROCEDURE Try (i, tw, av: INTEGER);

VAR avl: INTEGER;

BEGIN (*dotaczamy przedmiot 1 do rowlgzanila*)
IF tw + obj[i1].welght <= limw THEN

s = s + {1i};
IF 1 < n THEN Try(i+l, tw + obj[i].weight, av)
ELSIF av > maxv THEN maxv := av,; opts := s
END ;
s := s - {1}

END ;

(*wytaczamy przedmiot 1 z rozwiazania*)

IF av - objl[i].value > maxv THEN
IF 1 < n THEN Try(i+l, tw, av - obj[i].value)
ELSE maxv := av - obj[i1].value; opts := s
END

END

END Try;
maxv — najlepsze rozwigzanlie (dolne ograniczenie)

totv — suma wszystkich przedmiotow

av — gorne ograniczenie (mozliwe maksimum)
limw — wielkos¢ plecaka
Wywotanie: maxv := 0; s := {}; opts := {};

Try (1, 0, totwv); Zrédio: N.Wirth






 Jak widaC, przeszukiwanie  przestrzeni
rozwigzan metodg podziatu | ograniczen
mozliwe jest tylko dla problemow
optymalizacyjnych. Nie nadaje sie na przyktad
dla problemu osmiu hetmanow.

» Mozna stosowaC¢ Iinne metody obliczania
ograniczen. Np. mozna posortowac przedmioty
wedtug stosunku wartos¢/waga, a nastepnie
jako gorne ograniczenie przyjgaC  wynik
algorytmu zachtannego dla ciggtego problemu
plecakowego.



o ZtozonosC algorytmu w najgorszym przypadku
jest taka, jak brute force. Zwykle nadaje sie do
sredniej wielkosci instancji problemu.

* Dla problemu plecakowego metoda ta ma te
zalete, iz pojemnosc plecaka i wagi
przedmiotow nie muszg byc¢ catkowitoliczbowe
(w przeciwienstwie np. do programowania
dynamicznego).



Heurystyki

 Heurystyka - algorytm, ktory nie gwarantuje
znalezienia optymalnego rozwigzania.

* Metaheurystyka — ogolna metoda
rozwigzywania szerokiej klasy problemow, nie
gwarantujgca znalezienia optymalnego

rozwigzania. Algorytm polega zwykle na
przeszukiwaniu W odpowiedni Sposob
przestrzeni rozwigzan.



Metaheurystyki

e Przeszukiwanie losowe

* Przeszukiwanie lokalne (local search)
- Simple hill climbing
- Steepest ascent hill climbing
- Gradient descent/ascent

* Przeszukiwanie tabu (tabu search)
« Symulowane wyzarzanie (simulated annealing)
* Algorytmy genetyczne (genetic algorithms)



No free lunch

 Srednia wydajno$¢ dowolnej pary algorytmoéw
na wszystkich mozliwych problemach jest
identyczna.



