Definicja rekurencyjna (indukcyjna)

 Jest to definicja odwotujgca sie do samej siebie,
do elementu o mniejsze] komplikacji.

* Zwykle wynikiem rekurencji jest cigg
<a, a, a,, a,, ... > dla ktorego definicja elementu

a_wykorzystuje elementy poprzedzajgce.

* Element poczatkowy (lub kilka poczatkowych)
muszg byC dane bezposrednio.



Silnia
* nl =n*(n-1)*...*2*1
* Cigg rekurencyjny:
-5, =1
-s =n*s__ dlan21
* Jak bedzie wygladat cigg dla:
-s,=0
-s, ="

-s =n*s__dlan22



Cigg arytmetyczny

ea =a _ +r

n-1
ea =a,+nr (udowodnic indukcyjnie)
° Np.
-s,=0
- =8 +2

- s_=2"n (zbiodr liczb parzystych)



Cigg geometryczny

° an = q*an-‘l

ea =a,"q" (udowodnic indukcyjnie)

° np.



Wieze Hanol

U zarania czasu Bog umiescit 64 ziote krgzki na
jednej z trzech diamentowych iglic tak, ze krazki
wyZej umieszczone miaty mniejsze promienie.
Nastepnie Bog polecit grupie  mnichow
przetozenie tych krgzkow na trzecig iglice (C), ale
tak by:

- w jednym ruchu przenosic tylko jeden krgzek,

- krgzek wiekszy nigdy nie moze lezeC na krgzku
mniejszym,

- mozna postugiwac sie iglica B.

Mnisi pracujg od zarania dziejow dzien i noc ... .lle
czasu im to zajmie?



Wieze Hanol

* Dla jednego krgzka A—C (1 ruch)
e Dla dwoch: A—B, A—C, B—C (3 ruchy)
* Dla trzech (7 ruchow):

- dwa gorne na B z uzyciem C: A—C, A—B, C—B
- najwiekszy z Ana C: A—C
- zB na C z uzyciem A: B—A, B—C, A—C
e Dlan (H_ ruchow):
- n-1na B z uzyciem C (H__ ruchow)
- najwiekszy z A na C (1 ruch)
- n-1z B na C z uzyciem A (H_. ruchow)



Wieze Hanol

e Stad.:
_H, =1
-H =H_,+1+H_,=2*H  +1 dlan22
- H_=2"—-1 (udowodni¢ indukcyjnie)
_ H,, = ok. 102

- 1 ruch/s — 3 000 000 000 000 lat



Ciag Fibonacciego

e f =0
o f =1
° fn+2 = fn+1 + fn

*0,1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...



Cigg Fibonacciego

e Na ile sposobow d_ utozymy domino na
prostokgcie o rozmiarze 2*n?

e n=1—>d =1,d=2,d=3

* Pokrycie skrajnego pola:
- Jedno domino pionowo + prostokat (n-1)
- Dwa domina poziomo + prostokat (n-2)

. Stadd =d _ +d _=f

+1



Wtasnosci ciggu Fibonacciego

of +f + . +f=f —1

n+2
(udowodnic indukcyjnie)
o fo+fo+ . +fo=f*f

(udowodnic indukcyjnie)



Wzor Eulera-Bineta

1+f

=5
f =7l

2

~(122) )= f[cp —(1=@)]

a b

Q= b_atb_]1 +\/5~ 1.618 (zlota liczba)
a b 2




Wzor Keplera




Macierze liczb Fibonacciego
[f " fH] ] [f+3 f]
f—l—l n f—|—2 fn-l—l
fo fi]_J1 1
fi fo] 11O
fﬂ ] !
1 O

Z wyznacznikow (G.D.Cassini, 1680):
fn+1fn—1 _ fn2 = (-1 )n




Drzewa binarne

Drzewo binarne to dowolny obiekt powstaty

zgodnie z regutami:
e | jest drzewem binarnym

e Jesli T i T, sg drzewami binarnymi to T AT, jest

drzewem binarnym
Np. (LAL)A(LA(LAL))



WielkosSc drzewa binarnego

e |1| =1
o [THT,| =|T,| + [T + 1

Szerokosc drzewa binarnego



WysokoscC drzewa binarnego




Witasnoscli

e h(T)) <h(T)

o W(T)<w(T)

o [T <|T|

* h(T)<=w(T) = |T|

e |T| =2*wW(T)—1 (udowodniC indukcyjnie)




Zadanie domowe 1

a0=2
a, =9
— ba

Udowodnic, ze a =2"+3"

a =da . , dlanz2



Zadanie domowe 2

a0=1
a1=2

— 2
a =a “/a_, dlan22

Udowodnic, ze a =2"



Zadanie domowe 3

* Ciag liczb Lucasa:
o 0 —_ 1
(] 1 —_ :3

o | =]  +| dla n=2
n n-1 n-2

e Udowodnic, ze | =f +f (przyjacf =0)

n-



