Funkcja

Funkcja o dziedzinie X | przeciwdziedzinie Y to
dowolna relacja fSXxY taka, ze:

VxeX3AlyeY {x,y)ef

Notacje:

f:X=Y fx)=y fix—y



Przyktady

* . N—N, f(n) =2n

. N>R, f(n) =n/2

* f: N—{13}, f(n) =13

* .N->N,f(n)=(1+3+5+...+(2n+ 1))

e f: R—>R, f(n) = sin(2] In)

e . {0,1}*—{0,1}*, f(n) =n1 (rozszerzenie 0 1)
e . {0,1}*—N, f(n) = dlugosc n



Surjekcja — funkcja ,na’

e Surjekcja to funkcja f:X—Y spetniajgca
warunek:

VyeYaxeX: f(x)=y



Injekcja — funkcja roznowartosciowa
* Injekcja to funkcja f:X—Y spetniajgca warunek:

VxlaxzéX.'xl;éxz—éf(xl);éf(xz)



Bijekcja — funkcja roznowartosciowa

Bijekcja to funkcja, ktora jest jednoczesnie
surjekcjg I injekcja.

Funkcia sur in bi

f: R—>R, f(x) = x® tak tak tak
f: Q—Q, f(x) = x° nie tak nie
f: N—N, f(x) = 2x nie tak nie
f: Q—Q, f(x) = 2x tak tak tak
f: Z—Z, f(x) = |x| tak tak  tak
f: R—Z, f(x) = |Xx| tak nie nie
f: R—>R, f(x) = sin(x) nie  nie  nie

f: {0,1}*—{0,1}", f(x) =x1 nie tak nie
f: {0,1V*—N, f(x) = dlugosc tak nie nie



Funkcja odwrotna

* Zmiana kierunku relaciji.

* Funkcja posiada funkcje odwrotng, wtedy i tylko
wtedy, gdy jest bijekcja.

» Jaka musi byC dziedzina | przeciwdziedzina aby
funkcja f(x)=x? posiadata funkcje odwrotng?

° <O,+oo) —> <O,+OO)



Sktadanie funkcji

o Ztozenie funkciji f: X—Y i funkcji g: Y—Z to
funkcja gf: X—Z okreslona dla wszystkich
argumentow xeX jako (gf)(x) = (g(f(x))

of: N—>N, f(x) = x+2

°g: N—N, g(x) = 3x

*gf(x) = g(f(x)) = 3(x+2) = 3x+6
*fg(x) = 1(g(x)) = (3x)+2 = 3x+2
off1(x) = f'f(x) = x oznaczane idx
*f(gh) = (fg)h



Funkcje wielu zmiennych

* Funkcja dwoch zmiennych to funkcja, ktorej
dziedzing jest zbior par (zamiast pojedynczych
elementow).

* Piszemy np. f: XxY—Z
* Przyktadem sg dziatania arytmetyczne:
- . RX\R—R, f(x,y) = x+y

* Podobnie mozna zdefiniowac funkcje trzech |
wiece] zmiennych.



Zliczanie zbiorow

o/ =0
'Z1 — {O}
e Z, = {0, 1

eZ =1(0,1, .., k-1
o Jesli istnieje bijekcja Z_ na Z_ to n=m

« Zbior skonczony to zbior bijektywny z
pewnym zbiorem postaci Z

» Zbior nieskonczony to zbior, ktéry nie jest
skonczony.



Zbior przeliczalny

* Liczba elementow skonczonego zbioru X, to
jedyna liczba naturalna n taka, ze istnieje
bijekcja z Z w X. Liczbe te oznaczamy przez

[X[.
* /Zbior X jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje injekcja z N w X.

e /Zbior przeliczalny to zbior skonczony lub
bijektywny z N.



Zasada Szufladkowa Dirichleta
(1834)

* Jesli n obiektow jest rozmieszczonych w m
szufladach i n>m, to istnieje szuflada z
przynajmniej dwoma obiektami.

* Przyktad: wsrod mieszkancow Krakowa co
najmniej dwie osoby majg te sama liczbe
wtosow na gtowie (800000>500000).

* Przyktad: w grupie 13 osdb muszg byc co
najmniej dwie, ktore urodzity sie w tym samym
miesigcul.



Zadania

* Pewna grupa osob wita sie podajgc sobie rece.
Nikt nie wita sie z samym sobg | zadna para
0sOb nie wita sie podwojnie. Czy muszg byc¢
dwie osoby, ktore witaty takg sama liczbe
osob”? (wskazowka: 0 i1 n-1 nie mogg wystgpic
jednoczesnie)

* Wybierzmy dowolnie 10 réznych liczb
naturalnych a_,a,,...,a,, sposrod 1,2,3,...,100.

Wykazac, ze w zbiorze {a,,a,,...,a,,} mozna

wybracC dwa roztgczne podzbiory, dajgce te
samg sume.



Uogolniona zasada szufladkowa

* Jesli m obiektow rozmieszczonych jest w n
szufladach i m>nr, dla pewnego naturalnegorr,
to istnieje szufladka z co najmniej r+1
obiektami.



Zasada dodawania

e Dla zbiorow A_,...,A skonczonych i parami
roztgcznych: [A, U ... U A=A+ .. +]A|



Zasada witgczania | wytgczania

40..udl= > (=1)"Y]] 4,

I<€(1,..., n iel
=|A,|+...+|4,]
_|A10A2‘_|A1HA3 e An—2mAn‘_‘An—lmAn‘
+|A,NA,NA|+...+|4,_,NnA,_NA |
—|A4,NA,NANA—...—|A4,_sNA,_,NA,_ NA,
+...
(=1)""4,nA4,N...NA4,|
wszczegolnosci| AU A,|=|A4,|+|4,|—|4,Nn A4,




Zasada mnozenia

* |loczyn kartezjanski (produkt) zbiorow X 1Y to
zbior: X x Y ={(x,y) : xeX, yeY}

e Dla skonczonych zbiorow X,Y: | X x Y| = | X|*|Y]|
gdzie X x Y to iloczyn kartezjanski zbiorow
X1Y.

* Przyktad: turniej rycerski miedzy bractwem
czerwonych a bractwem niebieskich. Bractwo
czerwonych ma 12 rycerzy, bractwo niebieskich
15. lle roznych indywidualnych pojedynkow
moze bycC stoczonych, jesli rycerze z tego
samego bractwa nigdy ze sobg nie walczg?
|C x N| =|C| * IN|] =12*15



Zliczanie podzbiorow

e /Zbior potegowy, lub inaczej zbior podzbiorow,
zbioru X oznaczamy przez P(X).

* P(0)={0} P(&)| = 1
* P({a}) ={@, {a}} P({a})| = 2
« P({a,b}) }={4, {a}, {b}, {a,b}}  [P({a,b})| =4

+ p, = [P = 2

e Powyzszy wzor udowodnic (p .. =p_+p_)



Zliczanie funkciji

* Dla skonczonych zbiorow X,Y mamy:
° [Y7 = Y™

* Trzech kolegow: Bartek, Pawet i Piotrek spotkali
sie w pubie tuz po zdanym egzaminie z
matematyki dyskretnej. Okazato sie, ze jest pieC
marek piwa do wyboru. Na ile sposobow mogg oni
wypi¢ pierwszg kolejke? 5° = 125



Zliczanie funkciji

* Kod PIN jest kodem autoryzujgcym wtasciciela
karty bankomatowe|. Sktada sie on z 4 cyfr
dziesietnych. lle jest roznych kodow PIN?

*Kazdy kod PIN to funkcja z czteroelementowego
zbioru pozycji {0, 1, 2, 3} w dziesiecioelementowy
zbior cyfr {0,1,...,9}. Kodow PIN jest doktadnie
1074=10000.



* Liczba injekcji ze zbioru skonczonego X w zbior
skonczony Y wynosi:

* [YPAY)™2AYIXI+T) = Y2 ]-1X])!

* |le jest PIN-Ow, czyli cztero-elementowych stow
ztozonych z cyfr dziesietnych, takich ze zadna
cyfra sie nie powtarza®

 Kazdy PIN z niepowtarzajgcymi sie cyframi to
iInjekcja z czteroelementowego zbioru pozycji
{0,1,2,3} w 10-elementowy zbior cyfr {0,1,...,9}.
Zatem jest ich doktadnie 10*9*8*7=5040.



* Liczba bijekcji pomiedzy skonczonymi zbiorami
X 1Y, gdzie |X|=|Y| wynosi |X]!

* Na kurs tanca uczeszcza pieciu chtopakow |
pieC dziewczat. Wiekszosc¢ krokow tanecznych
cwiczy sie parami. Dla urozmaicenia pary
czesto sie zmieniajg. Na ile sposobow moze
by¢ wykonany jeden taniec? 5! = 120



Permutacje
* Permutacja zbioru skonczonego X to bijekcja z
XwX.
* /Ztozenia permutacji takze sg permutacjami.
* 3’ jest permutacjg X taka, ze aa”’ = a'a = idx
* Na ile sposobow mozna pouktadac koto siebie
na potce 7 ksigzek? 7! = 5040

* Cykl zbioru n-elementowego X to taka
permutacja zbioru X, dla ktorej
Ix,a(x),a%(x),...,a""(x)}=X, przy dowolnym xeX

 Kazdg permutacje mozna roztozyC na roztgczne
cykle, np. {0,1,2,3,4,5,6}=>{2,3,6,0,4,1,5}
sktada sie z (026513)(4)



Zadania domowe

* Piotrek ma w szufladzie 20 biatych skarpetek i
20 czarnych. Lewe skarpetki sg zupetnie
nieodroznialne od prawych.

- lle skarpetek musi on zabraC bez zaglgdania do
szuflady, aby mie¢ pewnosc¢, ze chocC dwie bedg
tego samego koloru?

- lle skarpetek musi on zabraC bez zaglgdania do
szuflady, aby mieC pewnosc, ze cho¢ 10 bedzie
tego samego koloru?



Zadania domowe

* Uzasadnij, ze wsrod pieciu punktow wybranych
wewnatrz kwadratu wielkosci 2*2 zawsze sg
dwa punkty odlegte o nie wiecej niz sqrt(2).

* Piotrus ma 9 klockow biatych i 9 klockow
czarnych o nieodroznialnych ksztattach.
Wotajace] go na obiad matce powiedziat, ze
sposrod wszystkich mozliwych do utozenia wiez
o wysokosci 10 klockow, utozyt dopiero potowe,
a na obiad przyjdzie jak utozy po kolel
wszystkie. lle roznych wiez mu zostato do
utozenia i czy zdgzy na obiad? (2'°-2)/2 = 511



Zadania domowe

* Na ile sposobow mozna rozstawi¢ 8 wiez na
ponumerowanych polach szachownicy 8*8 w
taki sposob, by zadne dwie nie znajdowaty sie
w polu wzajemnego razenia? 8! = 40320

e 128-miu uczestnikom pewnej konferencji
informatycznej przygotowano konta
komputerowe, gdzie ID sg 8-znakowe I, z uwagi
na defekt wielu klawiatur, utworzone wytgcznie
z liter a,b. Przydzielono je pozniej losowo - na
ile sposobow byto to mozliwe? 256! / 128!



Zadania domowe

* Bartek, Pawet | Piotrek wybrali sie na wesele
znajomych. W pewnym momencie na parkiecie
tanczyto 7 samotnych dziewczat. Cata trojka
postanowita sprobowac szczescia. Najpierw
jednak ustalili, ze kazdy poprosi do tanca inng
panig. Na ile sposobow mogli oni dokonac
wyboru? 7!/ 4!

* Masz zestaw sktadajacy sie z trzech typow
kKlockow: 6 duzych, 7 srednich i 3 matych. Na ile
sposobow mozna zbudowac piramide ztozong z
3 klockow (na dole najwiekszy, pozniej sredni |
na gorze maty)? 6*7*3



Zadania domowe

* Jaka jest maksymalna liczba punktow ktore
mozna wybrac w trojkacie rownobocznym o
boku 1 (wraz z obrzezami) tak, by dowolne dwa
byty odlegte o co najmniej 'z ? (pokazac
graficznie) 6



