Teoria liczb

e Zajmuje sie wiasnosciami liczb, przede
wszystkim catkowitych

e Niepraktyczna? - kryptografia



Dzielenie liczb catkowitych z resztg

* Niech b>0, wtedy dla kazdej liczby catkowitej a
Istniejg jednoznacznie wyznaczone: iloraz q |
reszta r spetniajgce: a=bgtr 0<r<b

* Reszte r z dzielenia a przez b zapisujemy tez
jako: a mod b np.

- 13 mod 6 = 1 13 = 276+1
- /0mod 8 =6 70 = 8"8+6
- 135 mod 11 =3

- 123456789 mod 2 = 1
--3mod7 =4



Witasnoscli

* b dzieli a (lub a jest podzielne przez b), co
zapisujemy b|a, jesli istnieje q takie, ze b=aq.
W takim wypadku mowimy tez, ze b jest
dzielnikiem a lub ze a jest wielokrotnoscig b.
Innymi stowy, jesli b dzieli a to reszta z
dzielenia a przez b réwna jest 0 tzn.a mod b =0.

* Dla dowolnych a,b,c zachodzi:
- jesli alb to a|bc,

- jesli alb i b|c to a|c,

- jesli a|b, a|c to a|(b+c).




Najwiekszy wspolny dzielnik

* Najwiekszy wspolny dzielnik liczbai b
(zapisywany przez NWD(a,b)), gdzie chociaz
jedna z liczb a,b jest rozna od 0O, to najwieksza
liczba d taka, ze d|a i d|b.

e 1 < NWD(a,b) < min(a,b).
* NWD(15,25) =5
e NWD(2,1024) = 2



Algorytm Euklidesa
(Elementy ok. 300 p.n.e.)

1. Wczytaj liczby a,b>0.
2. Oblicz r jako reszte z dzielenia a przez b.

3. Zastap a przez b, zas b przezr.

4. Jezeli b=0 to zwro¢ a w przeciwnym wypadku
przejdz do (2).
1.a=65 Db=91 65=91"0+65
.a=91 b=65 91 =1"65+26
.a=65 b=26 65=2*26+13
.a=26 Db=13 26=2"13+0
.a=13 b=0 Wynik: 13

O &~ WODN



Rozszerzenie algorytmu Euklidesa

e Szukamy liczb x,yeZ, takich ze:
- ax+by=NWD(a,b).
* Korzystamy z faktu, ze:
- NWD(a,b)=r =1"a -b q  (a,=a, b,=b)

B bn = = an-1'bn-1qn-1 (anzbm)

- NWD(a,b)=b_.-q(a_-b_.q .)=(qq ,+1)b_-qa .
* Np.

- 13 = 65-2*26

- 13 = 65-2%(91-1"65) = 65-2"91+2*65 = 365-2*91



Liczby pierwsze

 Kazda liczba b>1 ma przynajmniej dwa
dodatnie dzielniki: 1 oraz b.

* |iczba pierwsza to liczba naturalna p
posiadajgca doktadnie dwa rozne dzielniki.
W szczegolnosci p>1.

¢ 2,3,5,7,11,13,17,19,23...

e | iczba ztozona to liczba naturalna a, ktora nie
jest pierwsza, a wiec ma jakis dodatni dzielnik
rozny od 11 a.



Liczby wzglednie pierwsze

* Liczby wzglednie pierwsze to takie liczby a i b,
dla ktorych NWD(a,b)=1, co zapisujemy inaczej
jako a_Lb.

e 1013 bo NWD(10,3)=1
e 12-.13 bo NWD(12,3)=3
e 7115 bo NWD(7,15)=1




Lemat Euklidesa

e Jeslinlabinla, to n|b.

* Poniewaz NWD(a,n)=1, to istniejg x,y takie, ze
xa+yn=1. Mnozgc obie strony rownosci przez b
otrzymujemy: xab+ynb=Db.

* / zatozenia wiemy, iz n dzieli lewg strone
powyzszej rownosci. Musi zatem dzielicC tez
prawa.



Rozktad na liczby pierwsze

 Kazdg liczbe n>1 mozna przedstawic jako
iloczyn liczb pierwszych.

84 = 2%2*3*7

* Fundamentalne Twierdzenie Arytmetyki: kazda
liczba naturalna n>1 ma jednoznaczny

(z doktadnoscig do kolejnosci liczb w iloczynie)
rozktad na iloczyn liczb pierwszych.

* 61*67=4087
e Dla a,b,ceN jesli alc, blcialb, to abjc.



Rozktad na liczby pierwsze

* Majgc dany rozktad liczb a i b mozemy
btyskawicznie policzy¢ NWD(a,b).
o Jeslia,b>0, a=pi py..pi i b=plpi.p}
gdzie «,3.=0, to
NWD (Cl ’ b) _ pTin(al’Bl) piznin(azﬁz) pzain((xk,ﬁk)



Najmniejsza wspolna wielokrotnosc

* Najmniejsza wspolna wielokrotnosc¢ dwu liczb
a,b>0 (oznaczana przez NWW(a,b)) to
najmniejsza liczba dodatnia w taka, ze a|w |

b|w.
e Jeslia,b>0, a=ppy ..ol i b=plpl. ph |
gdzie «,8.20, to
max (o, B,) _max(x, B,) max (o, B;)
NWW (a,b)=p, """ p, 7 ..p;



* NWD(a,b)*NWW(a,b) = a*b
* NWW(a,b) = a*b/NWD(a,b)



* Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
e Dowod: rozwazmy liczbe n=p_p.,...p, +1



Twierdzenie Dirichleta (1837)

* Dla dowolnych dwu dodatnich i wzglednie
pierwszych liczb a,d istnieje nieskonczenie
wiele liczb postaci nd+a dla n>0.

* np. dla4n+1:1,5,9,13,17,21,25,29,33,37,41...
* np. dla 4n+3: 3,7,11,15,19,23,27,31,35,39,43...




Twierdzenie Czebyszewa (1850)

* Dla dowolnego n>1 istnigje liczba pierwsza p
taka, ze n<p<2n.

* Paul Erdos udowodnit powyzsze twierdzenie, a
ponadto: dla dowolnej liczby naturalnej n>6,
miedzy liczbami n a 2n znajdujg sie co najmniej
dwie liczby pierwsze — co najmniej jedna
postaci 4k + 1 oraz co najmniej jedna postaci
4K + 3.



Twierdzenie o liczbach pierwszych

e Sformutowane przez Adrien-Marie Legendre
w 1796.

e Udowodnione niezaleznie przez Hadamarda i
de la Vallée Poussina w 1896.

e t(n) ~ n/In(n)  gdzie m(n) to wielkos¢ zbioru
liczb pierwszych niewiekszych od n

e np. dlan=10000 m(n)~10000/9,21
e np. dla n=10° m(n)~10°20,73



Sito Eratostenesa

* Wczytaj n. Wypisz liste wszystkich liczb
naturalnych od 2 do n. Na poczatku wszystkie
liczby sg nieskreslone.

* Dopoki istnieje nieskreslona jeszcze liczba na
naszej liscie niewieksza od sqrt(n) powtarzaj:

- Wez pierwszg nieskreslong liczbe p z listy | dodaj
do zbioru znalezionych liczb pierwszych. Pozniegj

skresl liczbe p z listy | skresl wszystkie
wielokrotnosci liczby p, ktore sg jeszcze na liscie.

* \WWszystkie pozostate, nieskreslone liczby z listy
dodaj do zbioru znalezionych liczb pierwszych.



Zadania domowe

1. Oblicz:
20mod 2=0 20 mod 3 =2
20mod 7 =6
2. Oblicz NWD, NWW oraz x,y:
Ktore liczby sg wzglednie pierwsze?
NWD(84,133) =7 =884 — 5133
NWD(221,169) = 13 = -3*221 + 4*169
NWD(97,41) =1 =11%97 - 26*41
3. Znajdz liczby pierwsze w przedziale <2,100> za
pomocg sita Eratostenesa.



