Grafy

 Graf (graf ogdiny) to para G(V.E), gdzie:

-V jest zbiorem wierzchotkdw, (czasami zwanymi
weztami lub punktami grafu)

- E jest rodzing (by¢ moze powtarzajacych sie)
krawedzi, czyli jedno- i dwu-elementowych
podzbiorow V.

 Graf prosty to para G(V,E), gdzie:
-V jest zbiorem wierzchotkow,

- E jest zbiorem krawedzi miedzy roznymi
wierzchotkami, czyli dwu-elementowych
podzbiorow V.



Grafy

e Stopien wierzchotka v w grafie G to liczba
krawedzi incydentnych z v. Stopien wierzchotka
vV 0znaczany jest jako deg v.

e Jesli G(V,E) jest grafem ogolnym, to
* Y degv=2|E|

velV
o

* A zatem liczba wierzchotkow o nieparzystym
stopniu jest parzysta.



Grafy

 Dla grafow G(V,E), G,(V ,E.), G,(V_,E,)
definiujemy nastepujgce pojecia:
- suma grafow G, UG _=(V,UV _E . UE),
- przecigcie grafow G.NG,=(V.NV_,E.NE,),
- roznica grafow G.-G =(V.-V_,E -E,),

— podgraf grafu G to graf H, w ktorym V(H)SV(G) |
E(H)<E(G),

- restrykcja grafu G do podzbioru X<V to
G|X=(X,{vw: v,weX}),



- podgraf indukowany grafu G to graf bedacy
restrykcjg grafu G,

- lloraz grafu G przez relacje rownowaznosci 0SVxV

na zbiorze jego wierzchotkow to graf postaci
G/6 = (V/o, {{v/o,w/6}: {v,w}€E}),

— sciggniecie zbioru wierzchotkow X<V w grafie G to
szczegolny przypadek ilorazu G/6, w ktorym klasy
rownowaznosci wszystkich wierzchotkow spoza X
sg jednoelementowe, a X stanowi dodatkowg klase,
tzn. VIo={{v}.veV-X}U{X}. W ten sposob zbidr X
zostat Sciggniety do punktu, ktorego sgsiadami sg
sgsiedzi jakiegokolwiek wierzchotka z X. Z drugie;j
strony, jesli 6SVXV jest relacjg rownowaznosci o
klasach X_,...,X , to sciggajgc w grafie G kolejno

zbiory X,,...,X_otrzymamy graf ilorazowy G/0.



Graf skierowany

* Graf skierowany (lub inaczej digraf) to para
D=(V,E), gdzie

- V jest zbiorem wierzchotkow,

- E Jest zbiorem krawedzi skierowanych, czyli
ECVXV.

* Krawedz digrafu (czyli uporzadkowang pare) vw
graficznie przedstawiamy jako strzatke.
* Graf szkieletowy digrafu D to graf otrzymany z

D poprzez zaniedbanie (usuniecie) kierunku
krawedzi, ale nie samych krawedzi.



Rodzaje grafow

e Graf petny to graf, w ktérym kazde dwa
wierzchotki potgczone sg krawedzig. Graf petny
nazywany jest takze klikg i oznaczany przez K ,

gdzie n jest liczbg jego wierzchotkow.
o Liczba krawedzi w klice K_wynosi n(n-1)/2.

* Graf pusty (inaczej antyklika, graf niezalezny) to
graf bez krawedzi. Antyklike o n wierzchotkach
oznaczac bedziemy przez A .



Graf dwudzielny

* Graf dwudzielny to graf G=(V,E), w ktérym zbior
V da sie podzieli¢c na dwa roztgczne podzbiory
V. oraz V, tak, by zadne dwa wierzchotki w
obrebie tego samego podzbioru V. nie byty

sgsiadami. Czasem, dla podkreslenia takiego
podziatu, graf dwudzielny bedziemy oznaczac
przez (V,UV_,E). Zauwazmy jednak, ze podziat

taki nie jest jednoznaczny - np. w antyklice A_

dowolny podziat zbioru wierzchotkow na dwa
podzbiory jest podziatem dwudzielnym.



Petny graf dwudzielny

* Petny graf dwudzielny to graf dwudzielny
G=(V,UV_,E), w ktorym kazdy wierzchotek z V.

jest potgczony z kazdym wierzchotkiem z V..

Petny graf dwudzielny oznaczac bedziemy
przez K _, gdzie r jestrozmiarem V,, a s

rozmiarem V2.



Marszruta

 Marszruta w grafie G z wierzchotka w do
wierzchotka u to skonczony cigg krawedzi w

postaci wv_,v.v, ,...,v, _.U.

* \W skrocie marszrute takg oznaczamy przez
WoV, oV, —... >V —U.

* Wierzchotek w nazywac bedziemy
poczatkowym, a u koncowym wierzchotkiem
marszruty.

e Diugos¢ marszruty w—v —v —...—v,_ —U to
liczba je] krawedzi.



Marszruta

* Marszruta zamknieta to marszruta konczaca sie
W punkcie wyjscia, czyli taka, w ktorej w=u.

* Droga to marszruta bez powtarzajgcych sie
wierzchotkow. Droga nazywana jest tez czesto

sciezka.

e Cykl to marszruta zamknieta, w ktorej jedynym
powtarzajgcym sie wierzchotkiem jest je]
poczatek (bedacy oczywiscie rowniez jej
koncem).




Graf spojny

e Graf spojny to graf, w ktérym miedzy dwoma
dowolnymi wierzchotkami istnieje droga. Graf
niespojny to graf, ktory nie jest spojny.

* Spojna sktadowa grafu G=(V,E) to maksymalny
(w sensie inkluzji) podzbior X<V, indukujacy
graf spojny G|X.

* Dowolnym graf G rozpada sie na spojne
sktadowe, tworzace podziat zbioru V. Grafy
spojne majg jedynie jedng spoOjng sktadowg, w
przeciwienstwie do grafow niespojnych
posiadajgcych ich wiecej.



Graf spojny

* Rozktad na spojne sktadowe wyznacza relacje
rownowaznosci c=VxV, dla ktorej graf

llorazowy G/o jest antyklika.

* Wierzchotek izolowany to wierzchotek nie
posiadajgcy sgsiadow. Punkty izolowane
tworzg jednoelementowe spojne sktadowe.

* \W grafie prostym G=(V,E) o k sktadowych
spojnych liczba jego krawedzi spetnia
nieréwnosci |V|-k<|E|<(|V|-K)(|V]|-k+1)/2.

e Dla grafu spojnego: |V[-1<|E|<|V](|V]-1)/2



Drzewa | las

Las to graf nie zawierajacy cykli jako podgrafy.
Drzewo to graf spojny nie zawierajgcy cykKli,
czyli spojny las.

Lis¢ drzewa to wierzchotek o stopniu 1.

Gwiazda to drzewo, w ktorym co najwyzej jeden
wierzchotek nie jest lisciem.

Drzewo rozpinajgce grafu G to podgraf grafu G
zawierajacy wszystkie jego wierzchotki | bedacy
drzewem.



Rownowazne definicje

* T jest drzewem,
* T nie zawiera cykli i ma |V|-1 krawedzi,
* T jest spojny i ma |V|-1 krawedzi,

* T jest spojny, zas usuniecie dowolnej krawedzi
tworzy doktadnie dwie sktadowe,

* dowolne dwa wierzchotki grafu T sg potgczone
doktadnie jedng droga,

* T nie zawiera cykli, lecz dodanie dowolnej
nowe| krawedzi tworzy doktadnie jeden cykl.



Las

e Kazdy las G=(V,E) o k sktadowych spojnych
posiada |E|=|V|-k krawedzi.



Graf Eulera

* Cykl Eulera to
zamknieta marszruta
przechodzaca przez
kazdg krawedz grafu
doktadnie raz.

* Graf eulerowski to
graf posiadajgcy cykl
Eulera.




Graf Eulera

 Graf G(V,E) jest eulerowski wtedy I tylko wtedy,
gdy jest spojny | stopien kazdego wierzchotka
jest parzysty.

* Graf spojny jest eulerowski wtedy i tylko wtedy,
gdy rodzine jego krawedzi da sie podzielic na
roztaczne krawedziowo cykle.



Graf jednokresiny

* Graf jednokresiny to graf posiadajgcy marszrute
przechodzaca doktadnie raz przez kazdg
krawedz.

 Graf G(V,E) jest jednokresiny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest spojny I jego wszystkie, poza co
najwyze] dwoma wierzchotkami, majg parzysty
stopien.



Graf hamiltonowski

* Cykl Hamiltona to cykl przechodzacy przez
wszystkie wierzchotki grafu (czyli marszruta
zamknieta odwiedzajgca kazdy wierzchotek
doktadnie raz).

* Graf hamiltonowski to graf posiadajacy cykl
Hamiltona.

 Sciezka Hamiltona to $ciezka przechodzaca
przez wszystkie wierzchotki, kazdy odwiedzajac
jedynie jeden raz.



Twierdzenie Diraca (1952)

e Graf prosty G(V,E), w ktorym kazdy wierzchotek
ma stopien co najmniej |V|/2 jest hamiltonowski.



Twierdzenie Ore (1960)

e Jesli w grafie prostym G(V,E) o co najmnigj
3 wierzchotkach dowolne dwa niesgsiednie
wierzchotki v | w spetniajg

degv +degw = |V|,
to graf G jest hamiltonowski.



e Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy jego cykl ma parzystg dtugosc.

o Skojarzenie w grafie dwudzielnym G(V, UV, ,E)
to podzbior krawedzi MSE(G), w ktorym zadne
dwie v.v,,u. u,eM nie wychodzg z tego samego

1" 27
wierzchotka.

o V€V jest skojarzony, jesli istnieje weV, . taki, ze
krawedz vw nalezy do skojarzenia.

» Pelne skojarzenie V. z V, w grafie dwudzielnym
G(V,UV_,E) to skojarzenie, w ktorym kazdy
wierzchotek z V., jest skojarzony.



e Graf k-spojny to graf, ktoéry po usunieciu
dowolnie wybranych k-1 wierzchotkow (i
iIncydentnych z nimi krawedzi) pozostaje
spojny.

* Graf k-spojny krawedziowo to graf, ktory po
usuniecie dowolnie wybranych k-1 krawedzi
(bez usuwania wierzchotkow) pozostaje spojny.

- Grafy 1-spojne lub 1-spojne krawedziowo to po
prostu grafy spojne.

- Drzewa sg spojne, ale nie 2-spojne I nie 2-spojne
Krawedziowo.

- Klika K jest n-spdjna i n-1-spojna krawedziowo.




* /bidr rozdzielajgcy wierzchotki u,v to zbior
wierzchotkow S<V-{u,v} taki, ze kazda droga z

u do v przechodzi przez ktorys element ze
zbioru S.

* Ponadto powiemy, ze S jest zbiorem
rozdzielajgcym, jesli S jest zbiorem
rozdzielajgcym jakichs dwu wierzchotkow u,v.

* /bior rozspajajgcy wierzchotki u,v to zbior
krawedzi FSE taki, ze kazda drogazudo v
zawiera jakas krawedz z F.



* Rozciecie wierzchotkow u,v to zbior
rozspajajacy wierzchotki u,v, ktorego zaden
podzbior witasciwy nie rozspaja u z v.

* /bior krawedzi F bedziemy nazywac
rozcieciem, jesli F jest rozcieciem jakichs dwu
wierzchotkow u,v

* Most to taka krawedz e, ze zbior {e} tworzy
rozciecie.



Twierdzenie Mengera (1927)

* Najwieksza mozliwa liczba krawedziowo
roztgcznych drog tgczacych dwa rozne
niesgsiednie wierzchotki grafu spojnego, jest
rowna najmniejszej liczbie krawedzi w zbiorze
rozspajajgcym te wierzchotki.

* Najwieksza mozliwa liczba wierzchotkowo
roztgcznych drog tgczacych dwa rozne
niesgsiednie wierzchotki grafu spojnego, jest
rowna najmniejszej liczbie wierzchotkow w
zbiorze rozdzielajgcym te wierzchotki.



Sieé

e Siec to trojka N=(V,A,c), w ktorej:
- (V,A) jest petnym digrafem (czyli A=VxV),

- funkcja c:E—[0,+wx), zwana przepustowoscig sieci,
kazdej krawedzi vw przypisuje nieujemna liczbe
rzeczywistg c(vw).

- Ponadto wyroznia sie dwa wierzchotki s,teV, ktore
sg odpowiednio zrédtem oraz ujsciem sieci.



* Przeptyw w sieci N=(V,A,c) to funkcja
f.E—[0,+0) spetniajgca warunki:

- 0<f(vw)=<c(vw) dla kazdej krawedzi vw. Wartosc
przeptywu dang krawedzig nie moze przekroczyc
przepustowosci tej] krawedzi.

= /=2 100 gig kazdego wierzchotka v poza
zrodtem s i ujsciem t (sumaryczna wartosc tego, co
wptywa do wierzchotka jest rowna sumarycznej
wartoéci tego, CO zen wyptywa).

= 2 (flsx)=f(xs)= 2, (f (xt)= 1 (&) (sumaryczna warto$¢
tego CO Wyp’rywa ze zrodta musi by¢ rowna
sumarycznej wartosci tego, co wptywa do ujscia.
Wartosc ta bedzie okreslana wartoscig przeptywu
f).



* Przekroj sieci to para podzbiorow (S, T) zbioru
wierzchotkow V, taka ze:

- S, T tworzg podziat V, tzn. sg roztaczne i w sumie
dajg caty zbior V,

- zrodto s nalezy do S, a ujscie t nalezy do zbioru T.
* Przepustowosc przekroju (S, T) to suma

c(S,T)= Z c(vw)

vesS,weT



Twierdzenie Forda | Fulkersona
(1956)

* \W dowolnej sieci wartos¢ maksymalnego
przeptywu jest rowna przepustowosci
minimalnego przekroju.



Zadania domowe

1. Przedstaw cztery pieciowierzchotkowe grafy --
kolejno graf ktory:

* nie jest hamiltonowski i nie jest eulerowski

* nie jest hamiltonowski, ale jest eulerowski

* jest hamiltonowski i nie jest eulerowski

* jest hamiltonowski i eulerowski.
2. Okresl, czy ponizsze grafy sg hamiltonowskie
lub eulerowskie:

* graf dwudzielny K, ,

* petny graf 100-elementowy
* klika K.,



Graf ptaski

o (podkresienia ugory) (5raf ptaski to para G=(V,E), gdzie:
- V jest jakims zbiorem punktow ptaszczyzny R?,

- E jest zbiorem nie przecinajgcych sie odcinkow lub
tukow w R? o koncach ze zbiorze V.

e Graf planarny to graf, ktory jest prezentowalny
jako graf ptaski.

o Grafy K, i K, , nie sg planarne.



o Graf G, jest homeomorficzny z grafem G, jesli
jeden otrzymamy z drugiego poprzez
wykonanie skonczenie wielu ponizszych
operaciji:

- Dodawanie wierzchotkow stopnia dwa na krawedzi.
Jesli uweE(G,) oraz x¢V(G,), to operacja ta
zastepuje graf (V(G,),E(G,)) grafem
(V(G,)U{x},E(G,)u{ux,xw}-{uw}).

- Usuwanie wierzchotkow stopnia dwa. Jesli xeV(G,)

ma jedynie dwoch sgsiadow u,w, to operacja ta
zastepuje graf (V(G,),E(G,)) grafem

(V(G,)-{x},E(G,)u{uw}-{ux,xw}).



Twierdzenie Kuratowskiego (1930)

e Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy
zaden jego podgraf nie jest homeomorficzny z
K, anizK, ..



Grafy planarne

* Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie
zawiera podgrafu sciggalnego do K, lub K, ..



Sciany

 Sciana w grafie ptaskim G to spéjny obszar
ptaszczyzny po usunieciu linii reprezentujgcych
krawedzie, tzn. R*-][E(G). Innym stowy Sciana
to zbior punktow ptaszczyzny, ktore da sie
potaczyC krzywag nieprzecinajgcg zadnej
krawedzi.

* \Wszystkie grafy ptaskie majg doktadnie jedng
sciane nieskonczona.



Twierdzenie Eulera (1750)

e \W grafie ptaskim G=(V,E) o f scianach i k=1
sktadowych spojnych zachodzi
V|- |E| +f=Kk + 1

* Liczba scian zalezy jedynie od liczby
wierzchotkow, krawedzi, oraz spojnych
sktadowych. Tak wiec w kazdej reprezentacii
ptaskie] musi byC taka sama.



* Graf dualny geometrycznie do grafu ptaskiego
G(V,E) to graf ptaski G*(V*,E*) skonstruowany
W nastepujacy sposob:

- Z kazdej sciany grafu G wybieramy po jednym
punkcie. Tak wybrane punkty tworzg zbior
wierzchotkow V*.

- Jesli krawedz po jednej stronie sgsiadowata ze
sciang f,, a po drugiej z f, to w grafie G*
odpowiadajgce scianom f,f, wierzchotki v *,v_*
tgczymy krawedzig v, *v,*. Tak wybrane krawedzie
tworzg zbior E*.

e Jesli G jest spojnym grafem ptaskim, to G*™ jest
izomorficzny z G.



Kolorowanie grafu

e Kolorowanie grafu G(V,E) to funkcja c:V—N
taka, ze c(v)#c(w) ilekroC vw jest krawedzig
grafu G.

* Kolorowanie grafu G na k koloréw wyznacza

rozbicie zbioru V na sume roztgczng
V=V UV U..UV . jednobarwnych zbiorow V,

przy czym kazdy graf indukowany postaci G|V,
jest antyklika.



Kolorowanie grafu

* Graf k-kolorowalny (k-barwny) to graf dajacy sie
pokolorowac k barwami.

e Liczba chromatyczna grafu, X(G), to
najmniejsza liczba barw, ktorymi mozna
pokolorowac graf G.

* Optymalne kolorowanie grafu G to kolorowanie
uzywajgce doktadnie X(G) kolorow.

* Graf, ktorego wszystkie wierzchotki majg
stopien nie wiekszy niz k jest (k+1)kolorowalny.



Kolorowanie grafu

e Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest 2-kolorowalny.

 Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.
(udowodnione metodami automatycznego
dowodzenia twierdzen)



* Mapa to graf ptaski nie zawierajgcy mostow.

* Mapa ma k-kolorowalne sciany jesli je] sciany
mozna pokolorowac k kolorami w ten sposaob,
by zadne dwie graniczgce ze sobg sciany nie
miaty tego samego koloru. Innymi stowy, mapa
M ma k-kolorowalne sciany, jesli jej
geometrycznie dualny graf M* jest
k-kolorowalny.

* Mapa M ma 2-kolorowalne sciany wtedy i tylko
wtedy, gdy graf M jest eulerowski.

 Kazda mapa ma 4-kolorowalne sciany.



Liczba stopniowa grafu

e Niech G=({v,,...,v _},E) bedzie grafem prostym.
Przy kazdej permutacji p:{1,...,n}—{1,...,n}
kazdemu wierzchotkowi Vo) przypisana jest

liczba sgsiadow n?  w zbiorze wierzchotkow o
indeksie mniejszym niz p(i). Liczba stopniowa
jest rowna

X (G)=min max_. n°
p =1 n |

e np. p(i)={5,2,3,1,4}
nr=2=X _(G) i ’




Liczba stopniowa grafu

e Jezeli G jest grafem prostym, to
X(G) =X (G) +1



Macierz sgsiedztwa

* Macierz sgsiedztwa A(G) grafu prostego
G=({v,,...,v_},E) to zero-jedynkowa macierz

<a,> rozmiaru n*n, gdzie

_ 1 jezeliv,,v €E
a;=

0w przeciwnym przypadku

| |
1 0 1 1 0 0
1 01 0 1
2 : 1 1 1 0 1 1
0 01 00
5 01 1 0 0



Domkniecie przechodnie

 Domkniecie przechodnie grafu skierowanego
G, to graf TC(G) taki, ze:
- V(TC(G))=V(G), oraz

- vweE(TC(G)) wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G
Istnieje skierowana marszruta z v do w.

e Niech G=({v,,...,v },E) bedzie grafem

skierowanym. Wtedy liczba skierowanych
marszrut z v, do v, jest dana elementem a,

macierzy:
<a> = AG)+ A(G) + ... + A(G)™



Domkniecie przechodnie
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Macierz incydencj

* Macierz incydencji B(G) grafu
G=({v,,...,v },{e.,....e_}) to zero-jedynkowa
macierz <bij> rozmiaru n*m, gdzie

b,= | jezeli wierzchotek v, jestincydentny z krawedzig e ,

0w przeciwnym przypadku

» Zorientowana macierz incydencji C(G) grafu
prostego to macierz <C,>, rozmiaru n*m,

otrzymana z macierzy incydencji B(G) poprzez
zastgpienie w kazdej kolumnie jednej z dwu
jedynek przez -1(minus jeden).



Macierz incydencj
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Macierz stopni

» Macierz stopni D(G) grafu G=({v.,...,v },E) to
diagonalna macierz <d > rozmiaru n*n, gdzie
g = degv. jezelii=j

i

low przeciwnym przypadku

S
«
1
S OO O W

o O O WO
S O N O O
oS b~ O O O
o O© O O O




B(G) * B(G)™ = D(G) + A(G)

e Jesli G(V,E) jest grafem prostym to

3
1

1

1

0

1
1

3 0
0 2

1 0 0 O

1

1

0

1

0
0

0 0

0

1

0 0

1

0O 0 O

0O 0 O
1
0 0 O
1
0 0 O

1

1

0

0

1 0 O
1
0O 0 O

0

1

0

1 *]|1

1

0

1

1

0




